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В настоящей работе проводится математическое 

моделирование тонких слоев жидкости, стекающих 

по неравномерно нагретой наклонной подложке под 

действием сопутствующего потока газа с учетом 

термокапиллярных и гравитационных факторов. 

Данные течения сопровождаются переносом массы 

через свободную границу раздела в результате испа-

рения. Построению подобных математических моде-

лей и их численному исследованию посвящены рабо-

ты [1-5]. В работе [5] моделирование проводилось 

при помощи уравнений Навье-Стокса и уравнения 

переноса тепла, а также обобщенных кинематическо-

го, динамических и энергетического условий [1, 4].  

В настоящей работе моделирование проводится 

на основе уравнений конвекции Обербека-

Буссинеска в двумерном случае. В задаче введены 

два характерных масштаба длины, поскольку харак-

терная длина деформации свободной поверхности 

намного превосходит амплитуду деформации. Пусть 

l – продольная характерная длина и d – поперечная 

характерная длина, при этом l >> d. Тогда ld  

является малым параметром системы. С учетом вы-

шесказанного система уравнений в безразмерном 

виде записывается следующим образом:  
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Gr   – чис-

ло Грасгофа,   – некоторое относительное значение 

плотности жидкости,   – коэффициент температу-

ропроводности,   – коэффициент кинематической 

вязкости, β – коэффициент теплового расширения 

жидкости, Т* – характерная температура, u* – харак-

терная продольная скорость. Система координат вы-

брана таким образом, что вектор силы тяжести имеет 

компоненты )cos,sin(  gg  . 

На термокапиллярной границе раздела искомые 

функции удовлетворяют обобщенным кинематиче-

скому, динамическим и энергетическому условиям. 

На твердой границе выполняются условия прилипа-

ния, а также задан нагрев. Для определения потока 

массы через границу раздела используется уравнение 

Герца-Кнудсена [3, 4]. Заметим, что для замыкания 

постановки задачи требуется задать также начальное 

состояние системы (начальные условия для функций 

u, w, T), а также начальное положение свободной 

границы и условия на бесконечности для функции ее 

определяющей. Дальнейшее моделирование пово-

дится в случае, когда Re = O(1). 

Искомые функции u, w, T, p' определяются с по-

мощью разложения по степеням малого параметра ε. 

Тогда главные члены разложения для этих функций 

примут следующий вид с учетом выполнения усло-

вий на твердой подложке: 
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Получены также выражения для первых членов 

разложения всех искомых функций по степеням ма-

лого параметра ε. Данные выражения представляют 

собой полиномы относительно z четвертой степени 

для первой компоненты скорости, пятой степени для 

второй компоненты скорости, второй степени для 

давления и первой для температуры. 

Ограничиваясь только главными членами разло-

жения, можно определить толщину слоя h  с помо-

щью следующего эволюционного уравнения: 
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скрытая теплота парообразования, gR    универ-

сальная газовая постоянная, M – молекулярная мас-

са, s  – плотность газа, sT – температура насыщен-

ного пара,   – коэффициент аккомодации. Отметим, 

что функции С0, С1 определяются с помощью обоб-

щенных условий на термокапиллярной границе раз-

дела. Функция А определяется исходя из граничного 
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теплового режима. Зная значения функции h можно 

определить искомые функции продольной и попе-

речной скоростей, температуры и давления. 

 
Рис. 1. Изменение толщины слоя жидкости с течением 

времени (а) и зависимость толщины слоя жидкости от 

угла наклона подложки в момент времени t = 0.1 (б). 

 

В рамках данной модели проведены численные 

исследования по формированию течений тонкого 

слоя жидкости для системы "этанол-азот". На рисун-

ке 1а представлена динамика периодического стека-

ния слоя по неравномерно нагретой подложке с уче-

том испарения с течением времени. Рисунок 1б де-

монстрирует зависимость толщины слоя жидкости от 

угла наклона подложки (на рисунках приведены без-

размерные значения параметров). Представлены чис-

ленные результаты исследования зависимости тол-

щины слоя стекающей жидкости от гравитационных 

и термокапиллярных сил, а также угла наклона под-

ложки. В ходе численного исследования проводится 

сравнение математических моделей течения тонких 

слоев жидкостей основанных на системах уравнений 

Навье-Стокса и Обербека-Буссинеска. 
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научному руководителю Гончаровой Ольге Никола-
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