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Введение

Неравновесные процессы тепло- и массообмена в многофазных средах, сопровождаемые

интенсивными фазовыми превращениями, являются одним из важных и малоизученных разде-

лов науки, который находится на стыке теплофизики, механики и энергетики и представляет

несомненный научный и практический интерес. Учитывая известную сложность эксперимен-

тального исследования таких сред, создание замкнутых математических моделей, описывающих

весь класс протекающих в них процессов, причем в сильно неравновесных условиях, представ-

ляется особенно актуальным. Здесь, однако, приходится сталкиваться с большими трудностями,

связанными с широким многообразием имеющихся в природе и технике физических систем и

происходящих в них явлений, требующих отдельного рассмотрения и моделирования. При этом

необходимость такого моделирования очевидна. Это существенно уменьшает объем необходи-

мых экспериментальных исследований, а также позволяет выбрать оптимальные условия для их

реализации, а представление о сути рассматриваемых процессов дает возможность непосред-

ственного управления ими. Очевидно, что теория фазовых превращений может дать ответ на

множество вопросов, возникающих при моделировании целого класса природных явлений, в

которых фазовый переход играет основополагающую роль.

Известно, что подавляющая часть современных материалов получается кристаллизацией

из расплавов. Если не останавливаться на порошковой металлургии и некоторых других тех-

нологиях, плавление шихты, ее гомогенизация и последующий переход в твердое состояние —

это основной путь. Особое место здесь занимают технологии, в основе которых лежит метод

сверхбыстрой закалки из жидкого состояния. Это технологии газоплазменного напыления, спин-

нингования, ковки, литья под давлением и т. п. Отличительной особенностью данного метода

является быстрый перевод вещества в глубокое метастабильное состояние с последующим ин-

тенсивным фазовым переходом. Отвод тепла от образца предусматривается в оставшийся хо-

лодным собственный объем или привнесенный объем, как правило, с большой теплоемкостью

и высокими теплопроводящими свойствами. Это позволяет получать перспективные материалы

с уникальными физико-химическими свойствами, широко используемые в современной техни-

ке, энергетике, микроэлектронике, медицине и т. д., такие как аморфные, нанокристаллические,

биоактивные и другие. Так как качество получаемых материалов напрямую зависит от их микро-

структуры, умение управлять ею служит ключом к созданию материалов с заданными функци-

ональными характеристиками. Поэтому создание последовательной и наиболее строгой теории,

которая позволила бы все это описать, причем в сильно неравновесных условиях, представляется

актуальным.

Целью настоящей работы является теоретическое моделирование интенсивных фазовых

превращений в различных физических системах, быстро приведенных в глубокое метастабиль-

ное состояние, т. е. при больших отклонениях от равновесия, когда для корректного описания

процесса или явления необходимо привлечение соответствующих кинетических уравнений.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:
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1. Разработать модель объемной кристаллизации расплава, быстро приведенного в переохла-

жденное состояние, корректно учитывающую изменение переохлаждения расплава в процес-

се фазового превращения.

2. Разработать модель кавитации расплава при его объемной кристаллизации, обусловленной

усадкой вещества при затвердевании.

3. Найти решения задачи о сегрегации растворенного в расплаве газа в процессе его кристалли-

зации в широком диапазоне режимных параметров процесса для произвольного закона роста

кристалла.

4. Разработать модель дегазации высоковязкого газонасыщенного расплава при его быстрой де-

компрессии, корректно учитывающую изменение пересыщения среды в процессе фазового

превращения.

Представленные задачи актуальны, логически связаны, и подчинены единой концепции:

поведение вещества в глубоком метастабильном состоянии и неравновесные механизмы распада

этого состояния путем флуктуационного образования и роста центров новой фазы.

Научная новизна:

1. Найдено новое аналитическое решение задачи о росте сферического кристалла в переохла-

жденном расплаве в условиях сильной нестационарности процесса, в том числе и при боль-

ших отклонениях от равновесия.

2. Разработана теория объемной кристаллизации переохлажденного расплава как при мгновен-

ном, так и при постепенном создании переохлажденного состояния, корректно учитывающая

изменение переохлаждения расплава в процессе фазового превращения.

3. Построена кинетическая модель кавитации расплава в процессе его объемной кристаллиза-

ции, обусловленной усадкой вещества при затвердевании.

4. Найдены новые аналитические решения задачи о сегрегации растворенного в расплаве газа в

процессе его кристаллизации для произвольного закона роста кристалла для трех различных

геометрий фронта кристаллизации.

5. Получено новое аналитическое решение задачи о росте газового пузырька в высоковязком

газонасыщенном расплаве при его быстрой декомпрессии.

6. Разработана новая кинетическая модель нуклеации и роста газовых пузырьков в высоковяз-

ком газонасыщенном расплаве при его быстрой декомпрессии.

Таким образом, представленные в диссертации исследования вносят свой вклад в развитие

кинетической теории фазовых превращений и теории метастабильных состояний.

Практическая значимость. Хотя представленные в диссертации исследования носят фун-

даментальный характер, часть из них имеет непосредственное практическое приложение. Мо-

дельные представления о кинетике затвердевания переохлажденных расплавов могут служить

основой прогнозирования в энергетике, металлургии, микроэлектронике, в современных техно-

логиях получения новых перспективных материалов, обладающих уникальными физико-хими-

ческими свойствами: аморфных, микро- и нанокристаллических и т. п. Результаты исследования

кавитационных процессов в жидкостях могут быть использованы не только при моделировании

природных явлений, но и в различного рода технологических процессах, связанных с переход-
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ными режимами работы энергетических установок при сбросе давления, химическими техноло-

гиями и т. д.

Mетодология и методы исследования. Представленные в работе задачи решены на вы-

соком научном уровне, с использованием современных методов аналитического и численного

моделирования. Методика исследований состоит из следующих этапов:

∙ Анализ научной литературы и постановка задач исследования.

∙ Проведение оценок и первичных расчетов. Получение асимптотических решений. Нахож-

дение, где это возможно, аналитических решений.

∙ Выбор и реализация численного метода расчета. Нахождение численных решений.

∙ Анализ полученных результатов. Сравнение с экспериментами и результатами других авторов.

∙ Практические рекомендации. Прогнозирование дальнейшего использования полученных ре-

зультатов.

Отличительной особенностью работы является теоретическое моделирование фазовых

превращений в различных физических системах в условиях сильной нестационарности про-

цесса и при больших отклонениях от равновесия, когда для корректного описания процесса

необходимо привлечение соответствующих кинетических уравнений на межфазной границе.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Модель роста кристаллического зародыша в переохлажденном расплаве в существенно нерав-

новесных условиях и полученное аналитическое решение.

2. Модель объемной кристаллизации переохлажденного расплава и полученные аналитическое и

численное решения для скорости роста кристаллической фазы и скорости образования новых

центров кристаллизации.

3. Модель кавитации расплава в процессе его объемной кристаллизации, обусловленной усад-

кой вещества при затвердевании, и полученное численное решение для среднего размера

кристаллических зерен и газовых включений в затвердевшем материале.

4. Новые аналитические решения задачи о сегрегации растворенного в расплаве газа в процессе

его кристаллизации для произвольного закона роста кристалла для трех различных геометрий

фронта кристаллизации, в том числе и с учетом усадки вещества при затвердевании.

5. Новое аналитическое решение задачи о росте газового пузырька в высоковязком газонасы-

щенном расплаве при его быстрой декомпрессии.

6. Модель процесса дегазации высоковязкого газонасыщенного расплава при его быстрой деком-

прессии и найденные аналитическое и численное решения для количества жизнеспособных

зародышей кавитации.

Достоверность полученных результатов обеспечивается использованием проверенных ме-

тодик численного и аналитического решений, корректностью физической и математической по-

становок задач, нахождением решений, не противоречащих общим физическим представлениям,

совпадением полученных решений как качественно, так и в некоторых случаях количественно,

с достоверными экспериментальными данными, согласием, в предельных случаях, полученных

результатов с известными и апробированными результатами других авторов.

Личный вклад. Все представленные в диссертации результаты получены лично автором,

либо с его непосредственным участием. А именно, автор участвовал в постановке задач иссле-
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дования, а также в нахождении соответствующих аналитических решений поставленных задач

и анализе полученных результатов. Все численные расчеты, приведенные в диссертации, выпол-

нены лично автором.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на: Russia-Japan

Conference “Advanced Materials: Synthesis, Processing and Properties of Nanostructures” & Annual

Meeting of Excellent Graduate Schools for Materials Integration Center and Materials Science Center,

Sendai, Japan, March 22–23, 2018; ISHM-VI, Novosibirsk, Russia, July 27–28, 2017; II Всероссий-

ская научная конференция «Теплофизика и физическая гидродинамика» с элементами школы

молодых ученых, Ялта, 11–17 сентября 2017 г.; V Российская конференцияс элементами на-

учной школы для молодых ученых «Метастабильные состояния и флуктуационные явления»,

17–19 октября 2017 г., Екатеринбург; Всероссийская научная конференция с элементами школы

молодых ученых «Теплофизика и физическая гидродинамика–2016», Ялта, 19–25 сентября,

2016 г.; PRiME-2016, Honolulu, USA, October 2–7, 2016; ISHM-II, Novosibirsk, Russia, May

20–21, 2015; XIII Международная научная конференция «Актуальные вопросы теплофизики и

физической гидрогазодинамики», Алушта, 21–27 сентября, 2015 г.; 21. Всероссийская конфе-

ренция «XXXII Сибирский теплофизический семинар», Новосибирск, 19-20 ноября, 2015 г.;

XII Международная научная конференция «Актуальные вопросы теплофизики и физической

гидрогазодинамики», Алушта, 22–28 сентября, 2014 г.; VI Российская национальная конфе-

ренция по теплообмену РНКТ-6, Москва, 27–31 октября 2014 г.; 8th International Workshop on

Two-Phase Systems for Ground and Space Applications, Bremen, Germany, 17–19 September 2013;

XII Международная Школа-конференция молодых ученых «Актуальные вопросы теплофизи-

ки и физической гидрогазодинамики» в рамках Всероссийской научной конференции «XXX

Сибирский теплофизический семинар», Новосибирск, 13–16 июня 2012 г.

Публикации. Основные научные результаты по теме диссертации изложены в 11 статьях,

опубликованных в журналах из списка ВАК.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения

и одного приложения. Полный объём диссертации составляет 85 страниц, включая 28 рисунков

и 2 таблицы. Список литературы содержит 127 наименований.
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Глава 1. Краткий обзор современного состояния науки в области кинетики

фазовых превращений

Фазовые переходы первого рода происходят путем флуктуационного зарождения и роста

центров новой фазы. Предшествует этому создание метастабильного состояния вещества — со-

стояния квазиустойчивого равновесия, в котором вещество может находиться продолжительное,

но конечное время. Следовательно, суммарная кинетика процесса определяется частотой обра-

зования и скоростью роста зародышей новой фазы. Значение этих величин связано с совокуп-

ностью термодинамических и кинетических параметров, существенных в данных условиях и,

главным образом, со степенью метастабильности материнской фазы.

Перевод вещества в метастабильное состояние может осуществляться различными спосо-

бами. В соответствии с тем, как быстро происходит на него воздействие, условно эти способы

можно отнести к одному из двух типов [1]. Если метастабильное состояние достигается за время,

много меньшее характерного времени протекания фазового превращения, говорят о мгновенном

создании метастабильности. Когда же факторы, обеспечивающие перевод вещества в метаста-

бильное состояние и последующее углубление в область метастабильности, действуют и после

начала интенсивного фазового перехода, говорят о постепенном создании метастабильности.

Знание параметров метастабильного состояния сразу же после его создания, когда в си-

стеме еще не начался фазовый переход, существенно упрощает теорию. Этим и объясняется тот

факт, что большая часть исследований, в настоящее время ставших классическими, опиралась

на предположение о мгновенном создании метастабильности. Фазовым переходам при постепен-

ном создании метастабильного состояния уделено гораздо меньше внимания. По большей части

это связано со сложностью корректного определения параметров метастабильного состояния к

моменту начала интенсивного фазового перехода.

В теории метастабильных состояний и кинетической теории фазовых превращений ос-

новополагающими являются работы Гиббса [2], Колмогорова [3], Джонсона, Мэла [4], Авра-

ми [5–7]. Поэтому, в зарубежной литературе данная теория известна как «KJMA theory». В совре-

менном виде ее сформулировали Фольмер [8], Френкель [9], Зельдович [10]. Предпринимались

многочисленные попытки описать кинетику нуклеации различными, более точными и обосно-

ванными методами [11–15]. Однако усилия по модификации классической теории не привели

к ее радикальному изменению, внеся лишь некоторые корректирующие поправки, уточнения и

дополнения.

И все же, остается множество вопросов, требующих своего решения. В частности, в клас-

сических моделях никак не учитывается изменение степени метастабильности материнской фазы

в процессе фазового перехода. Для сохранения стационарного состояния зародыши новой фазы

некоторым искусственным образом изымаются из системы, разбираются на отдельные молекулы

и возвращаются в систему обратно, благодаря чему исходное состояние метастабильности со-

храняется сколь угодно долго [8;16]. Такой подход, однако, представляет собой лишь мысленный

эксперимент, направленный на то, чтобы процесс нуклеации зародышей рассмотреть отдельно

от процесса их роста. При этом хорошо известно, что появление в объеме даже небольшой доли
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новой фазы значительно и быстро изменяет исходное метастабильное состояние системы (хо-

тя бы и локально), что необходимо учитывать для корректного описания фазового перехода в

целом.

Сам процесс фазового перехода можно условно разделить на две стадии. Первая из них —

стадия нуклеации, на которой образуется основное число устойчиво растущих центров новой

фазы. Из-за экспоненциально сильной зависимости частоты нуклеации от степени метастабиль-

ности материнской фазы, данная стадия, как правило, скоротечна в масштабах характерного

времени всего фазового превращения (за исключением, быть может, фазовых переходов при

очень больших отклонениях от равновесия). И если начало стадии нуклеации обусловлено дей-

ствием факторов, создающих метастабильность, то ее окончание связано со снижением степени

метастабильности в результате роста объема новой фазы. При этом, по истечении стадии нук-

леации доля новой фазы еще относительно мала. Вторая, наиболее длительная стадия фазового

превращения, происходит за счет дальнейшего роста образовавшихся на начальной стадии за-

родышей при практически неизменном их количестве. Надо отметить, что в ряде случаев коли-

чество зародышей новой фазы на данной стадии может уменьшиться вследствии коалесценции

(объединения) зародышей или за счет поглощения одного зародыша другим [17]. Как правило,

данный эффект проявляется только на поздней стадии процесса, когда среднее расстояние между

центрами новой фазы становится сравнительно небольшим.

Наибольший интерес и наибольшую сложность при изучении фазовых переходов пред-

ставляет стадия нуклеации. Здесь тесно переплетаются вопросы термодинамики малых систем,

кинетики нуклеации зародышей новой фазы и механизма их роста в широком диапазоне режим-

ных параметров, корректного учета эффекта коллективного влияния ансамбля растущих зароды-

шей новой фазы на состояние исходной метастабильной фазы и т. д. В совокупности с действием

факторов, создающих метастабильность, получается сильно нелинейная математическая пробле-

ма, описываемая системой интегро–дифференциальных уравнений, полного решения которой на

данный момент времени нет (некоторое решение данной проблемы, далеко не полное, приведено

в работах автора [18–21]). Именно с этим связан тот факт, что в большей части исследований,

посвященных данной тематике, нуклеацию зародышей считают мгновенной, а их число опре-

деляют либо из эксперимента, либо на основе достаточно грубых оценок, ограничиваясь лишь

описанием их роста.

Теория суммарного превращения, целью которой является нахождение зависимости доли

материнской фазы, перешедшей в новое (стабильное) состояние, от времени при заданной часто-

те нуклеации и скорости роста зародышей новой фазы (т. е. фактически при заданной степени

метастабильности исходного состояния), впервые предложена Колмогоровым на примере кри-

сталлизации расплавов чистых металлов [3]. Надо отметить, что хотя найденная им зависимость

и получила широкое распространение среди теоретиков, при ее выводе, как и в классических

работах по нуклеации, использовалось предположение о постоянстве степени метастабильности

материнской фазы в процессе фазового превращения. Это означает, что процесс происходит при

неизменной частоте нуклеации, а также скорости роста зародышей кристаллизации, что является

достаточно грубым приближением. Кроме того, из теории, развитой Колмогоровым, следует, что

время фазового перехода фактически стремится к бесконечности, что не соответствует физике
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процесса, т. к. при конечной частоте нуклеации и при конечной скорости роста зародышей, вре-

мя кристаллизации конечного объема образца, очевидно, должно быть конечным [22]. Поэтому

была предпринята попытка создания теории, котороая позволила бы корректно учесть изме-

нение степени метастабильности материнской фазы в процессе фазового перехода и влияния

этого изменения на кинетику процесса [23] (теория строилась для процесса объемной кристал-

лизации расплава, мгновенно приведенного в переохлажденное состояние; система приведенных

кинетических уравнений решалась численно), которая нашла свое продолжение в работах авто-

ра [18–21] и коллег [24–26] для описания фазового перехода в различных физических системах.

Стоит отметить, что в данных работах учтена локальность изменения степени метастабильности

материнской фазы в процессе фазового перехода, что является более обоснованным подходом,

чем подход, основанный на учете изменения метастабильности интегрально по всему объему.

Нуклеация зародышей новой фазы может происходить как гомогенным (в чистом веще-

стве), так и гетерогенным образом. В последнем поток зародышей критического размера равен

сумме потоков зародышей, возникающих на различных участках поверхностей примесных ча-

стиц и стенок, ограничивающих рассматриваемый объем вещества. Различные участки поверх-

ностей, вообще говоря, характеризуются разными значениями угла смачивания. В общем случае

скорость зарождения центров новой фазы будет складываться из скоростей гомогенной и гетеро-

генной нуклеации. Простой анализ показывает, что что при небольшой или умеренной степени

метастабильности нуклеация происходит преимущественно на гетерогенных центрах, причем

скорость зарождения тем выше, чем меньше угол смачивания гетерогенной частицы (поверхно-

сти). При увеличении степени метастабильности вклад гомогенной нуклеации раcтет и в итоге

становится подавляющим [12]. Т. к. априорное описание гетерогенной нуклеации значительно

затруднено из-за присутствия в зависимости для частоты нуклеации ряда сложно определяе-

мых величин, данный процесс мало изучен как теоретически, так и экспериментально. Поэтому

многие авторы при исследовании процесса нуклеации стремятся достигнуть максимально воз-

можных пересыщений для расширения области гомогенного зарождения. Для этого требуется

тщательная очистка исследуемого вещества (до его перевода в метастабильное состояние) от

примесных частиц, предотвращение его контакта с твердыми стенками. Еще один способ —

уменьшение рассматриваемого объема до размеров, когда вероятность обнаружения в нем при-

месных частиц будет предельно мала. Эти условия в полной мере реализуются в процессах,

описанных ниже.

В последние годы большое внимание уделяется повышению качества материалов, получен-

ных кристаллизацией из расплавов, в частности, поверхностей различных деталей и механиз-

мов. Одним из методов решения этой задачи является метод сверхбыстрой закалки из жидкого

состояния [27]. К одной из технологий, где реализуется данный метод, относится технология

газоплазменного напыления, с помощью которой получают высококачественные металлические

и композиционные покрытия [28–31]. Подобные покрытия реализуются также и при неравно-

весной конденсации молекулярных пучков [32; 33]. Основными функциональными параметра-

ми, определяющими свойства таких покрытий (механические, корозионные и т. д.), являются

прочность сцепления с поверхностью подложки и микроструктура (кристаллическая структу-

ра, пористость и фазовый состав) последовательно осаждаемых на поверхность подложки спл-
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этов — растекшихся и затвердевших капель расплава [34–37]. Высокая дисперсность и однород-

ность кристаллических зерен благоприятно сказываются на качестве покрытий [38;39]. Однако,

структура покрытий, полученных данным методом, не всегда однородна [40–42]. В большин-

стве случаев затвердевшее вещество находится в различных фазовых состояниях: от аморфной

до поликристаллической [43; 44]. Это вызвано, в том числе, и значительным градиентом ско-

рости охлаждения по толщине закаливаемого слоя. Кроме того, в зависимости от режимных

параметров процесса, реализуются различные топологии роста кристаллической фазы: плоский

кристаллический фронт, дендритные структуры, сферические кристаллы [11;12;45–48] и т. д.

Подавляющее большинство работ, посвященных теоретическому исследованию затверде-

вания капли напыленного расплава (см., например, [49–54]), основано на предположении о плос-

ком фронте кристаллизации, причем в отсутствии переохлаждения расплава вблизи межфазной

границы (равновесная последовательная кристаллизация). Однако в случае, когда (в результате

быстрого охлаждения) расплав попадает в область глубокого переохлаждения, на смену равно-

весной последовательной кристаллизации приходит механизм неравновесной последовательной

кристаллизации (когда переохлаждением расплава вблизи межфазной границы нельзя прене-

бречь, что требует привлечения соответствующих кинетических уравнений), а при еще больших

переохлаждениях — неравновесной объемной (спонтанной) кристаллизации [20; 23]. В послед-

нем случае формирование зародышей кристаллизации происходит в объеме расплава флуктуа-

ционным путем [31] и возможно как на примесных частицах (гетерогенная нуклеация), так и

в чистом расплаве (гомогенная нуклеация). Несмотря на то, что в реальных расплавах всегда

содержатся примеси и в подавляющем большинстве случаев кристаллизацию расплава можно

считать гетерогенной, существует критическое переохлаждение, когда вклад гомогенной нукле-

ации в кинетику суммарного превращения становится преобладающим [12], что также имеет

место при кристаллизации микрообъемов расплава.

Процесс кристаллизации расплава, как правило, сопровождается его интенсивной кавита-

цией (под кавитацией здесь понимается разрыв сплошности, будь то разрыв чистой жидкости

под действием растягивающих напряжений, или дегазация газонасыщенной жидкости при ее

декомпрессии). Это ведет к тому, что затвердевший материал имеет пористую структуру. Дан-

ный процесс главным образом обусловлен двумя факторами — это усадочные эффекты [55] и

эффекты, связанные с газовыделением. Надо отметить, что все технологические процессы по-

лучения твердых материалов в той или иной степени направлены на то, чтобы минимизировать,

или вообще каким-либо образом исключить данное явление. Это предполагает умение грамотно

моделировать все эти процессы, в том числе применитально к конкретным технологиям.

В ряде работ, посвященных экспериментальному исследованию данного процесса, отме-

чено, что наличие в затвердевшем материале микропор и трещин может быть связано с усадкой

вещества в процессе его затвердевания [56–61]. Это связано с тем, что образование в ограни-

ченном объеме расплава даже небольшой доли кристаллической массы ведет к появлению в

еще незакристаллизовавшемся объеме больших растягивающих напряжений и, как следствие, к

интенсивной кавитации, в результате чего затвердевший материал имеет пористую структуру.

Задача о кавитации расплава в процессе его объемной кристаллизации, обусловленной усадкой

вещества при затвердевании решена в работе автора [18].
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Другой механизм образования пор при кристаллизации газонасыщенных расплавов обу-

словлен сегрегацией газа в процессе кристаллизации [62–65]. Так как растворимость газа в

твердой фазе существенно меньше, чем в жидкой, газ, растворенный в расплаве, будет вытес-

няться движущимися фронтами кристаллизации. В результате, в ряде случаев он «скапливается»

вблизи межфазной поверхности. В момент, когда его концентрация превысит критическую (со-

ответствующую его растворимости в расплаве при заданных условиях), происходит нуклеация

и рост газовых пузырьков. В дальнейшем эти пузырьки захватываются твердой фазой [66–72].

Форма образующихся газовых включений существенно зависит от условий кристаллизации. Во-

обще говоря, задача о поведении зародыша газовой фазы в гетерофазной среде имеет важное

значение при изучении процесса формирования газоусадочной пористости в кристаллизующих-

ся сплавах [73]. Общее решение такой задачи в условиях неоднородности температурных и

концентрационных полей и наличия конвективных движений жидкой фазы представляет собой

сложную математическую проблему. До сих пор при описании данного процесса в литерату-

ре как правило рассматривался случай равновесной последовательной кристаллизации (плоский

фронт затвердевания) для малых скоростей роста кристалла и без учета усадки вещества. В ра-

ботах автора [74–76] задача о сегрегации решена для произвольного закона роста кристалла для

трех различных геометрий, в том числе с учетом усадки вещества в процессе затвердевания.

Cовременная теория фазовых превращений может дать ответ на множество вопросов, воз-

никающих при моделировании целого класса природных явлений, в которых фазовый переход

играет основополагающую роль. Одной из таких проблем, уже несколько десятилетий привле-

кающей особое внимание исследователей, является проблема описания вулканических изверже-

ний [77] (схожие вопросы возникают и при моделировании гейзерных извержений). Это связа-

но, прежде всего, с необходимостью прогноза и определения степени потенциальной опасности

конкретных вулканов. Особый интерес представляют вулканы, тип извержения которых носит

наиболее разрушительный, или, как говорят, эксплозивный характер [78]. Извержение таких вул-

канов хоть и достаточно редко, но сильно непредсказуемо и наиболее катастрофично.

Очевидно, что даже непрерывное наблюдение за активным вулканом не может, в силу от-

сутствия прямых методов наблюдения за процессами, происходящими в земной коре, дать доста-

точно полной информации о том, что происходит в канале вулкана при извержении [79]. Можно

с уверенностью констатировать только факты фазовых переходов (по образцам затвердевшей

магмы) [80; 81] и разрушения изначально сплошного магматического потока (по структуре вы-

броса) [82]. Кроме того, современными методами начало самого извержения может быть пред-

сказано только по косвенным признакам. Поэтому, последовательное и как можно более строгое

построение моделей течения магмы в канале вулкана и исследование динамики различных ре-

жимов вулканических извержений методами механики многофазных сред, с целью понимания

механизмов, определяющих тип и характер извержения, а также интерпретации данных полевых

наблюдений, представляется особенно актуальным [83].

В теоретических и экспериментальных постановках по моделированию взрывных вулка-

нических извержений прежде всего следует обратить внимание на следующие проблемы: осо-

бенность формирования на начальной стадии извержения трехфазного состояния магмы при ее

декомпрессии в волне разгрузки [84–86]; эволюцию структуры трехфазного потока при подъеме
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магмы по каналу вулкана [87–90]; динамику разрушения вспененной и частично закристалли-

зованной магмы (процесса фрагментации магмы и ее перехода в газовзвесь) [89–93]; влияние

реологии магмы на структуру потока и общую динамику извержения в целом [94]. Все эти за-

дачи чрезвычайно сложны для теоретического и экспериментального исследования, и каждая из

них представляет собой отдельную научную проблему.

На данный момент времени существует множество работ, посвященных эксперименталь-

ному и математическому моделированию вулканических извержений как в общей постановке,

так и сопровождающих данное явление отдельных процессов в частности [95]. К одному из них

относится процесс зарождения и развития кавитации в магме в волнах разгрузки, во многом

предопределяющий структуру формирующегося в канале вулкана двухфазного потока, а, сле-

довательно, характер и тип извержения [96]. В связи с этим стоит задача детального описания

кинетики нуклеации и роста газовых пузырьков, образующихся в магматическом расплаве при

его быстрой декомпрессии.

Исследование кавитационных процессов в жидкостях имеет уже более чем столетнюю ис-

торию. Начало этому положено в работах Рэлея [97], Плессета [98; 99], Скривена [100] и др.

Достаточно полное описание классических моделей роста пузырьков для различных физиче-

ских процессов и систем (дегазации, кипения и т. п.) можно найти в классических моногра-

фиях [101–103]. Экспериментальному и теоретическому моделированию диффузионного роста

газовых пузырьков в жидкостях посвящены работы [104–108]. Стадия нуклеации в процессе

дегазации достаточно подробно исследовалась в работах [19;25;26;109].

Начиная с работ Спаркса [110] проблемой роста газовых пузырьков в магматических рас-

плавах вплотную заинтересовались геофизики, и это вылилось в отдельное направление. Дело

в том, что данный процесс здесь имеет свою специфику, в силу ряда уникальных физико–хими-

ческих свойств, присущих только магматическим расплавам [111]. Это, прежде всего, большое

содержание в магме растворенных летучих компонент (преимущественно воды, концентрация

которой может достигать нескольких процентов по массе, в зависимости от давления, при кото-

ром происходило насыщение), а также высокую вязкость магмы, которая варьируется в широком

диапазоне значений: от 102 до 1012 Па·с, прежде всего в зависимости от ее состава (базальто-

вые магмы, силикатные и т. п.), концентрации растворенного газа и доли содержащихся в ней

кристаллитов. Это накладывает некоторые ограничения на применимость тех или иных (как

правило, равновесных) моделей ее дегазации и требует дальнейших исследований.

Не претендуя на полноту обзора, перечислим лишь некоторые работы, в которых, на наш

взгяд, были получены интересные и значимые результаты. В [112–115] исследуется кинетика

нуклеации и роста газовых пузырьков в магме в процессе ее декомпрессии. Достаточно де-

тальному описанию механизма диффузионного роста пузырьков (в рамках квазистационарной

модели) посвящена серия теоретических и экспериментальных работ [116–118]. Оригинальные

исследования по динамике роста пузырьков в магме представлены в [119–121]. Численное реше-

ние задачи о росте пузырька (в том числе с учетом сопровождающих его тепловых процессов) в

достаточно полной постановке представлено в работах [122–124].

Однако до сих пор не существовало модели (или точнее решения), которая бы в точности

описывала механизм роста пузырька в магматическом расплаве в широком диапазоне опреде-
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ляющих параметров процесса (главным из которых является пересыщение магмы после деком-

прессии), на всех временах процесса и в сильно неравновесных условиях. Последнее связано

как с наличием достаточно продолжительной инерционной стадии (из-за высокой вязкости маг-

мы), так и возможным нестационарным внешним воздействием. Точное решение данной задачи,

в котором наиболее корректно учтены все тонкости, связанные с моделированием фазовых пе-

реходов при больших отклонениях от равновесия, было получено в работах автора [19;125].

Кроме того, несмотря на значительные усилия, предпринимаемые при исследовании ки-

нетики дегазации пересыщенной жидкости, до сих пор не существовало корректной модели,

которая позволила бы рассчитать конечное число образующихся в процессе пузырьков, их функ-

цию распределения по размерам, характерное время нуклеации, зависимость объемной концен-

трации газовой фазы от времени и т. д. Поэтому в большинстве работ нуклеацию пузырьков

считают мгновенной, а их число определяют либо из эксперимента, либо на основе достаточно

грубых оценок. Тем самым, исключают из рассмотрения непосредственно стадию зарождения

кавитации, ограничиваясь лишь рассмотрением динамики роста пузырьков. Теория кавитации

газонасыщенной жидкости в широком диапазоне режимных параметров процесса как в случае

мгновенной декомпрессии, так и в случае декомпрессии с конечной скоростью, построена в

работе автора [19].
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Глава 2. Кристаллизация переохлажденных расплавов

2.1 Неравновесный механизм роста кристаллического зародыша в

переохлажденном расплаве

2.1.1 Постановка задачи

Пусть в расплаве, имеющем температуру 𝑇0 < 𝑇𝑚𝑒𝑙, где 𝑇𝑚𝑒𝑙 — равновесная температура

фазового перехода, образовался и начал расти сферический кристалл. В общем случае рост кри-

сталла происходит по следующему сценарию [46]. На ранней стадии процесса переохлаждение

расплава на фронте кристаллизации практически равно начальному, и рост кристалла определя-

ется только кинетикой фазового перехода. Постепенно (вследствие выделения скрытой теплоты

фазового перехода) условия вблизи его поверхности начинают отличаться от изотермических,

переохлаждение расплава уменьшается, а следовательно, уменьшается и скорость его роста. Для

нахождения последней требуется решить следующую краевую задачу. Перенос тепла в кристал-

ле и расплаве описывается уравнением теплопроводности

𝜌𝑠𝑐𝑠
𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑡

=
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜆𝑠𝑟

2𝜕𝑇𝑠
𝜕𝑟

)︂
; (2.1)

𝜌𝑙𝑐𝑙

(︂
𝜕𝑇𝑙
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑙
𝜕𝑇𝑙
𝜕𝑟

)︂
=

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝜆𝑙𝑟

2𝜕𝑇𝑙
𝜕𝑟

)︂
, (2.2)

где 𝑡 — время; 𝑟 — радиальная координата с началом в центре кристалла; 𝑇 — температура; 𝜌, 𝜆,

𝑐 — плотность, теплопроводность и удельная теплоемкость соответственно (индексы «𝑠» и «𝑙»

относятся к твердой и жидкой фазам). Отметим, что в уравнении теплопроводности для расплава

(2.2) фигурирует конвективный член. Он обусловлен усадкой вещества при затвердевании, что

приводит к возникновению течения расплава в радиальном направлении. Зависимость скорости

расплава 𝑣𝑙 от 𝑟 находится из уравнения неразрывности (расплав считаем несжимаемым): 𝑣𝑙 =

−𝑘𝑅̇𝑅2/𝑟2, где 𝑘 = 𝜌𝑠/𝜌𝑙 − 1 — коэффициент усадки; 𝑅 — радиус кристалла; 𝑅̇ — скорость роста

кристалла.

Граничные условия заключаются в следующем. В силу симметрии в центре кристалла

отсутствуют тепловые потоки:

(𝜕𝑇𝑠/𝜕𝑟)𝑟=0 = 0. (2.3)

На границе раздела фаз выполняются условия равенства температур в твердой и жидкой

фазах и теплового баланса:

(𝑇𝑠)𝑟=𝑅−0 = (𝑇𝑙)𝑟=𝑅+0 = 𝑇𝑅(𝑡); (2.4)

𝜌𝑠𝐿 𝑅̇ = 𝜆𝑠(𝜕𝑇𝑠/𝜕𝑟)𝑟=𝑅−0 − 𝜆𝑙(𝜕𝑇𝑙/𝜕𝑟)𝑟=𝑅+0, (2.5)
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где 𝐿 — удельная теплота фазового перехода; 𝑇𝑅 — температура на границе раздела фаз, которая

является искомой функцией от времени. Условия (2.4), (2.5) следует дополнить кинетическим

уравнением, отражающем зависимость скорости роста кристалла от переохлаждения расплава

на фронте кристаллизации:

𝑅̇ = 𝜙(∆𝑇 )𝑟=𝑅, (2.6)

где ∆𝑇 = 𝑇𝑚𝑒𝑙 − 𝑇 — переохлаждение расплава; 𝜙 — некая функция от переохлаждения. В

случае нормального закона роста кристалла эта функция линейна (если размер кристалла много

больше критического): 𝜙(∆𝑇 ) = 𝐾∆𝑇 , где 𝐾 — кинетический коэффициент, характеризующий

скорость обмена атомами между твердой и жидкой фазами. Зачастую уравнение (2.6) заменяют

условием равенства температуры расплава на фронте кристаллизации равновесной температуре

фазового перехода [11]: 𝑇𝑅 = 𝑇𝑚𝑒𝑙 (стефановское приближение). Однако, такое приближение

справедливо лишь на поздней стадии процесса, и то только в определенном диапазоне начальных

переохлаждений.

Если рассматривать рост одиночного кристалла, еще одним граничным условием являет-

ся условие на бесконечности, заключающееся в равенстве температуры расплава исходной на

большом расстоянии от кристалла:

(𝑇𝑙)𝑟→∞ = 𝑇0. (2.7)

При описании роста ансамбля зародышей пользуются «ячеистыми» моделями, согласно кото-

рым рассматриваемый объем кристаллизующегося вещества разбивается на некие области (в

простейшем случае сферические ячейки), в которых растет по одному кристаллу. На границах

ячеек записывают условия симметрии. В случае, когда размер кристалла много меньше размера

ячейки, модель роста одиночного кристалла вполне приемлема.

2.1.2 Квазистационарное решение

Представленная задача может быть существенно упрощена, если считать, что темпера-

турные градиенты в кристалле достаточно малы, и весь теплоотвод происходит в наружной по

отношению к кристаллу области. В данном случае требуется решить не сопряженную, а только

внешнюю задачу. Как показывают численные расчеты, это предположение оправдано.

Делают еще одно допущение, полагая, что в процессе быстро устанавливается квазиста-

ционарное состояние, при котором температура так медленно меняется со временем [11], что

можно принять 𝜕𝑇/𝜕𝑡 ≃ 0. Тогда уравнение теплопроводности сводится к уравнению Лапласа,

решение которого, с учетом граничных условий, имеет вид [126]:

𝜃𝑙(𝜏, 𝑟) = Ku 𝑘−1 exp(𝑘 ´̄𝑅𝑅̄2/𝑟) − 1

exp(𝑘 ´̄𝑅𝑅̄)
;

´̄𝑅 = 1 − Ku 𝑘−1 {1 − exp(−𝑘 ´̄𝑅𝑅̄)}.

(2.8)
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Здесь введены следующие безразмерные переменные: 𝜃 = (𝑇 − 𝑇0)/(𝑇𝑚𝑒𝑙 − 𝑇0); 𝑟 = 𝑟/𝑟0; 𝑅̄ =

𝑅/𝑟0; 𝜏 = 𝑡/𝑡0; Ku = 𝐿/(𝑐𝑙∆𝑇0) — критерий Кутателадзе; 𝑟0 = 𝑎𝑙/𝑣0; 𝑡0 = 𝑎𝑙/𝑣
2
0; 𝑣0 = 𝐾∆𝑇0 —

характерные размер, время и скорость процесса, где 𝑎 = 𝜆/(𝜌𝑐) — температуропроводность.

В случае нулевой усадки (𝑘 = 0) решение (2.8) упрощается, а зависимость радиуса кри-

сталла от времени может быть получена в явном виде [11]:

𝜃𝑙(𝜏, 𝑟) = Ku ´̄𝑅𝑅̄2/𝑟;

𝑅̄(𝜏) = Ku−1(
√

1 + 2Ku 𝜏 − 1).
(2.9)

Из (2.9) следует, что при 𝜏 ≪ Ku−1 процесс кристаллизации протекает как изотермический, пе-

реохлаждение расплава на фронте кристаллизации равно начальному (𝜃𝑅 ≈ 0), а скорость роста

кристалла определяется только кинетикой фазового перехода: 𝑅̄(𝜏) ≈ 𝜏 . На больших временах

(𝜏 ≫ Ku−1) температура расплава на фронте кристаллизации постепенно приближается к рав-

новесной (𝜃𝑅 → 1), роль теплопроводности возрастает и делается решающей. Вокруг кристалла

формируется квазистационарный температурный пограничный слой, а зависимость радиуса кри-

сталла от времени уже не включает в себя кинетический коэффициент: 𝑅̄(𝜏) ≈
√

2Ku−1𝜏 .

2.1.3 Точное аналитическое решение и анализ полученных результатов

Заметим, что решение (2.8) справедливо лишь при малых скоростях роста кристалла, что

соответствует малым переохлаждениям расплава. В случае больших отклонений от равновесия

требуется иной подход. Переход к переменным 𝜏 и 𝜒 = 𝑟/𝑅̄ сведет краевую задачу (2.1)–(2.7) к

задаче с неподвижными границами (в приближении однородности температурного поля внутри

кристалла):

𝜕𝜃𝑙
𝜕𝜏

−
´̄𝑅

𝑅̄

(︂
𝑘

𝜒2
+ 𝜒

)︂
𝜕𝜃𝑙
𝜕𝜒

=
1

𝑅̄2

1

𝜒2

𝜕

𝜕𝜒

(︂
𝜒2 𝜕𝜃𝑙

𝜕𝜒

)︂
; (2.10)

(𝜃𝑙)𝜒=1 = 𝜃𝑅; (2.11)

𝑅̄ ´̄𝑅 = −{(𝑘 + 1)Ku}−1 (𝜕𝜃𝑙/𝜕𝜒)𝜒=1 ; (2.12)

(𝜃𝑙)𝜒→∞ = 0 (2.13)

´̄𝑅 = 1 − 𝜃𝑅; (2.14)

Найдем квазистационарное решение уравнения (2.10) с учетом граничных условий (2.11)–(2.13):

𝜃𝑙(𝜏, 𝜒) = 𝜃𝑅(𝜏) ·

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩1 −

𝜒∫︀
1

exp

(︂
−
(︂
𝜁2

2
− 𝑘

𝜁

)︂
𝑅̄ ´̄𝑅

)︂
𝑑𝜁

𝜁2

∞∫︀
1

exp

(︂
−
(︂
𝜁2

2
− 𝑘

𝜁

)︂
𝑅̄ ´̄𝑅

)︂
𝑑𝜁

𝜁2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ . (2.15)

Используя найденный профиль температуры, получим неявное уравнение на 𝑅̄ ´̄𝑅:

𝑅̄ ´̄𝑅

∞∫︁
1

exp

(︂
−
(︂
𝜁2

2
− 𝑘

𝜁
− 1

2
+ 𝑘

)︂
𝑅̄ ´̄𝑅

)︂
𝑑𝜁

𝜁2
= 𝜃𝑅{(𝑘 + 1)Ku}−1. (2.16)
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Рисунок 2.1 — Распределение температурного поля в кристалле и расплаве в различные

моменты времени: 𝜏 = 1 (1); 𝜏 = 10 (2); сплошная линия — численное решение, штриховая

линия — аналитическое решение (2.15), штрихпунктирная линия — квазистационарное

решение (2.9).

Из уравнения (2.16) следует, что функция 𝑅̄ ´̄𝑅 является функцией температуры на фронте кри-

сталлизации 𝜃𝑅 и не зависит явным образом от времени: 𝑅̄ ´̄𝑅 = 𝛽(𝜃𝑅(𝜏)), где 𝛽 — искомая

функция, которая, с учетом (2.14), находится из следующего дифференциального уравнения [21]

𝜃𝑅 = (1 − 𝜃𝑅)2{(𝑑𝛽/𝑑𝜃𝑅) + 𝛽/(1 − 𝜃𝑅)}−1. (2.17)

Численные расчеты показывают, что рост температуры на фронте кристаллизации 𝜃𝑅 происхо-

дит достаточно медленно в масштабе характерного времени установления квазистационарного

состояния, что делает правомерным допущение о квазистационарности процесса (но только в

переменных 𝜏 и 𝜒).

Рис. 2.1 иллюстрирует распределение поля температур в кристалле и расплаве в различ-

ные моменты времени. На рис. 2.2 показаны зависимости радиуса кристалла и переохлаждения

расплава на фронте кристаллизации от времени. Расчеты выполнены для Ku = 2. Из рисунков

видно, что полученное аналитическое решение (2.15)–(2.17) достаточно хорошо согласуется с

численным, в то время как квазистационарное решение (2.9) здесь не работает.

Из анализа уравнений (2.15)–(2.17) следует, что при Ku > 1 температура расплава на фрон-

те кристаллизации асимптотически стремится к равновесной температуре фазового перехода, а

функция 𝛽 — к константе 𝛽0. Температурное поле вокруг кристалла становится функцией только

одной переменной 𝜒, а решение краевой задачи — автомодельным:

𝜃(𝜒) = 1 −

𝜒∫︀
1

exp

(︂
−
(︂
𝜁2

2
− 𝑘

𝜁

)︂
𝛽0

)︂
𝑑𝜁

𝜁2

∞∫︀
1

exp

(︂
−
(︂
𝜁2

2
− 𝑘

𝜁

)︂
𝛽0

)︂
𝑑𝜁

𝜁2

; (2.18)

𝑅̄(𝜏) =
√︀

2𝛽0𝜏 . (2.19)
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Рисунок 2.2 — Зависимости радиуса кристалла (сплошния линия) и переохлаждения расплава

(пунктирная линия) на фронте кристаллизации от времени; штрихпунктирная линия —

квазистационарное решение (2.9).

Константа 𝛽0 находится из следующего неявного уравнения

𝛽0

∞∫︁
1

exp

(︂
−
(︂
𝜁2

2
− 𝑘

𝜁
− 1

2
+ 𝑘

)︂
𝛽0

)︂
𝑑𝜁

𝜁2
= {(𝑘 + 1)Ku}−1. (2.20)

Эту стадию кристаллизации можно охарактеризовать как равновесную. Отметим, что как и

в (2.9), в полученном решении скорость роста кристалла описывается корневой зависимостью

от времени (но с другим коэффициентом). Однако, в отличии от (2.9), решение (2.18)–(2.20)

является точным.

В общем случае зависимость 𝛽0 от Ku может быть найдена численно (рис. 2.3), но при

малых и больших переохлаждениях есть наглядные приближения. При малых переохлаждениях

(Ku ≫ 1; 𝛽0 ≪ 1):

𝜃(𝜒) ≈ 1 − 𝜒−1; 𝛽0 ≈ {(𝑘 + 1)Ku}−1. (2.21)

В этом случае полученное решение (2.21) в точности совпадает с (2.9). При больших переохла-

ждениях (Ku & 1; 𝛽0 ≫ 1) решение имеет вид:

𝜃(𝜒) ≈ exp {−𝛽0(𝑘 + 1)(𝜒− 1)}; 𝛽0 ≈ 3(1 − 2𝑘)/(1 − Ku−1), (2.22)

что еще раз подчеркивает неправомерность использования решений (2.8), (2.9) в широком диа-

пазоне переохлаждений.

Влияние усадки вещества на скорость роста кристалла может быть выражено простыми

соотношениями: 𝛽0(Ku, 𝑘)/𝛽0(Ku, 0) ≈ (1 + 𝑘)−1 при Ku ≫ 1; 𝛽0(Ku, 𝑘)/𝛽0(Ku, 0) ≈ (1 +

2𝑘)−1 при Ku & 1, т. е. влияние усадки при увеличении переохлаждения на стадии равновесной

кристаллизации возрастает.

Отметим одну немаловажную деталь. Из соотношения (2.22) видно, что при Ku → 1 коэф-

фициент 𝛽0 → ∞. Так как полученное автомодельное решение (2.18)–(2.20) является асимптоти-

ческим, это означает, что в этом случае время установления равновесного состояния стремится

к бесконечности.
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Рисунок 2.3 — Зависимость коэффициента 𝛽0 от числа Кутателадзе Ku; сплошная линия —

численный расчет по формуле (2.20), штриховая и штрихпунктирная линии — расчет по

формулам (2.21), (2.22).

При Ku < 1 кристалл растет примерно по тому же сценарию, что и при Ku > 1, с той

только разницей, что температура расплава на фронте кристаллизации стремится не к равновес-

ной температуре фазового перехода, а к температуре 𝜃*𝑅 = Ku, при этом относительная толщина

температурного погранслоя вокруг кристалла непрерывно уменьшается и достигает предельно

малой величины. Это связано с тем, что по мере роста кристалла практически все тепло, вы-

деляющееся в процессе фазового перехода, идет на прогрев кристаллизующегося расплава до

температуры 𝜃*𝑅. Следовательно, на протяжении всего процесса кристалл растет в существенно

неравновесных условиях. Зависимость радиуса кристалла от времени на данной стадии линей-

на (см. уравнение (2.14)): 𝑅̄(𝜏) = (1 − Ku) 𝜏 .

Таким образом, полученное решение полностью описывает кинетику роста сферического

кристалла в сильно неравновесных условиях в широком диапазоне переохлаждений с учетом

усадки вещества при затвердевании.

2.2 Кинетика объемной кристаллизации переохлажденного расплава

2.2.1 Теория Колмогорова

Перейдем к описанию кинетики объемной кристаллизации переохлажденного расплава

или, как говорят, кинетики суммарного превращения. Частоту нуклеации 𝐽 определим согласно

классической кинетической теории [12] (в данном параграфе будем рассматривать чисто гомо-

генное зарождение, которое преобладает над гетерогенным в малых объемах, где вероятность

обнаружения гетерогенных частиц мала, и при больших скоростях охлаждения или начальных
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переохлаждениях):

𝐽(𝑡) = 𝐽𝑠 exp(−𝑡0/𝑡𝑒), 𝐽𝑠 = 𝐵 exp{−𝑊c𝑟/(𝑘𝐵𝑇 )}, (2.23)

где 𝐽𝑠 — стационарная частота нуклеации, отвечающая установившемуся потоку зародышей в

фазовом пространстве; 𝑊𝑐𝑟 = 16𝜋𝜎3
𝑙𝑠𝑇

2
𝑚𝑒𝑙/(3𝜌

2
𝑠 𝐿

2∆𝑇 2) — работа образования критического заро-

дыша; 𝑘𝐵 — постоянная Больцмана; ∆𝑇 = 𝑇𝑚𝑒𝑙 − 𝑇 — переохлаждение расплава; 𝑇 — темпера-

тура расплава; 𝑇𝑚𝑒𝑙 — равновесная температура фазового перехода; 𝜌 — плотность; 𝐿 — удельная

теплота фазового перехода; 𝜎𝑙𝑠 — поверхностное натяжение на границе расплав–кристалл; 𝐵 —

кинетический коэффициент; 𝑡0 — время запаздывания; 𝑡𝑒 = 𝜏𝑅(𝑇 )
𝑡∫︀
0

𝜏−1
𝑅 (𝑇 ) 𝑑𝑡 — средний возраст

образца (в изотермическом процессе он равен времени наблюдения); 𝜏𝑅 = 𝜏𝑅0 exp(𝑈/𝑘𝐵𝑇 ) —

время молекулярной релаксации, 𝑈 — энергия активации. В случае, когда время запаздывания

много меньше характерного времени всего процесса, с хорошей точностью можно использовать

только стационарную часть частоты нуклеации. Однако, если рассматривать кристаллизацию

высоковязких расплавов (например, в области глубоких переохлаждений), тем более, когда их

состояние приближено к аморфному, учет нестационарной составляющей необходим.

Кинетику суммарного превращения определяет зависимость доли закристаллизовавшегося

объема от времени: 𝑋(𝑡) = 𝑉 (𝑡)/𝑉0, где 𝑉0 — объем образца; 𝑉 — объем, занятый кристалличе-

ской фазой. Рассмотрим случай, когда переохлаждение расплава создается мгновенно. В общей

форме вероятностное решение задачи о времени изотермической кристаллизации образца (в

предположении о постоянстве частоты нуклеации и скорости роста кристаллов) дано Колмого-

ровым [3]:

𝑋(𝑡) = 1 − exp

(︂
−

𝑡∫︁
0

𝐽(𝜏)𝑉 (𝑡, 𝑡′) 𝑑𝜏

)︂
= 1 − exp

(︀
−(𝜋/3)𝐽0𝑣

3
0𝑡

4
)︀
, (2.24)

где 𝑉 (𝑡,𝑡′) = (4𝜋/3)𝑣30(𝑡 − 𝑡′)3 — объем кристалла, зародившегося в момент времени 𝑡′; 𝑣0 =

𝐾∆𝑇0 — скорость роста кристалла (при начальном переохлаждении, которое не меняется со

временем). Отметим, что согласно данной теории время полной кристаллизации хоть и стремит-

ся к бесконечности, число образующихся зародышей конечно и равно 𝑛* ≈ 0.9 (𝐽0/𝑣0)
3/4.

Очевидно, что теория, построенная в предположении об изотермичности процесса, мо-

жет быть использована только в качестве нулевого приближения. Для более точного описания

кинетики суммарного превращения необходимо учитывать изменение переохлаждения расплава

в процессе зарождения и роста центров кристаллизации. Это может быть сделано, например,

следующим образом. Выделяющееся в процессе фазового перехода тепло равномерно распре-

деляется по всему объему расплава (тем самым полагается, что температурное поле в расплаве

однородно). По мере роста кристаллической фазы переохлаждение расплава будет уменьшать-

ся, что приведет к достаточно быстрому прекращению нуклеации новых зародышей. Однако,

хотя такой подход и является наглядным, он может привести к существенной ошибке. Это свя-

зано с тем, что температурное поле в расплаве в реальном процессе существенно неоднородно.

Поэтому в данной работе используем несколько иной подход [20;23].
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Рисунок 2.4 — Схематическое изображение зависимости температуры расплава вокруг

кристалла 𝜃𝑙 и частоты нуклеации 𝐽 от радиальной координаты 𝜒.

2.2.2 Теория неизотермической кристаллизации

Из уравнений (2.15), (2.18) видно, что вокруг кристаллов в процессе их роста формируется

прогретая область (температурный пограничный слой). Следовательно, вероятность зарождения

новых центров кристаллизации вблизи уже существующих будет значительно меньше, чем вдали

от них, что связано с экспоненциально сильной зависимостью частоты нуклеации от переохла-

ждения. Чтобы учесть этот факт в уравнениях, описывающих процесс суммарного превращения,

заменим реальную зависимость 𝐽(𝑟) ступенчатой, считая, что в некой области вблизи кристал-

лов (которую будем называть «запрещенной» областью) частота нуклеации равна нулю, а вне

этой области она равна частоте при начальном переохлаждении (рис. 2.4). Размер «ступеньки»

(толщину температурного пограничного слоя 𝑟𝑇 ) определим из условия равенства характерных

времен ожидания 𝑡1 = {𝐽𝑖(4𝜋/3)(𝑆3 − 𝑟3𝑇 )}−1 и 𝑡2 =

{︂
𝑆∫︀
𝑅

𝐽(𝑟) 4𝜋𝑟2 𝑑𝑟

}︂−1

появления нового заро-

дыша в ячейке (в рамках ячеистой модели роста кристаллов со сферическими ячейками радиуса

𝑆) при ступенчатой и реальной зависимостях 𝐽(𝑟) (отметим, что введенная таким образом за-

мена реальной зависимости 𝐽(𝑟) на ступенчатую является точной, в отличии от того, как это

делается в упомянутых выше работах, где размер запрещенной области определяется эмпириче-

ски):

𝑟𝑇 =

⎧⎨⎩𝑅3 + 3

𝑆∫︁
𝑅

{1 − 𝐽(𝑟)} 𝑟2 𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/3

,

где 𝐽 = 𝐽/𝐽0 — безразмерная частота нуклеации; 𝐽0 — стационарная частота нуклеации при

начальном переохлаждении. По мере удаления от кристалла 𝐽 быстро стремится к единице,

поэтому верхний предел интегрирования в последнем уравнении с хорошей точностью может

быть заменен на бесконечность. Тем самым, на стадии нуклеации удается абстрагироваться от

ячеистой модели роста кристалла.
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С учетом вышеизложенного, скорость образования новых зародышей в единице объема

образца будет равна произведению частоты нуклеации на объем, где эта нуклеация возможна:

𝑑𝑁/𝑑𝑡 = 𝐽(𝑡){1 −𝑋𝑇 (𝑡)}, (2.25)

где 𝑁 — число зародышей в единице объема; 𝑋𝑇 — суммарный объем «запрещенной» области в

единице объема от ансамбля кристаллов, зародившихся к моменту времени 𝑡, который находится

из следующего интегрального уравнения

𝑋𝑇 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑉𝑇 (𝑡, 𝑡′) 𝑑𝑁 =

𝑡∫︁
0

𝐽(𝑡′) {1 −𝑋𝑇 (𝑡′)}𝑉𝑇 (𝑡, 𝑡′) 𝑑𝑡′, (2.26)

где 𝑉𝑇 = (4𝜋/3)𝑟3𝑇 — объем «запрещенной» области вокруг кристалла, зародившегося в момент

времени 𝑡′.

Тогда зависимость объема кристаллической фазы, отнесенного к начальному объему рас-

плава, от времени будет иметь вид

𝑋(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽(𝑡′) {1 −𝑋𝑇 (𝑡′)}𝑉 (𝑡, 𝑡′) 𝑑𝑡′, (2.27)

где 𝑉 = (4𝜋/3)𝑅3 — объем кристалла, зародившегося в момент времени 𝑡′.

В момент времени 𝑡*, когда «запрещенная» область полностью перекроет весь объем рас-

плава (𝑋𝑇 (𝑡*) ≈ 1), нуклеация новых зародышей прекращается. Последующий фазовый переход

происходит за счет роста изначально образовавшихся центров и заканчивается, когда выделив-

шаяся скрытая теплота фазового перехода полностью снимет начальное переохлаждение распла-

ва. Объем кристаллической фазы при этом достигнет значения 𝑋* = Ku−1 при Ku > 1. Расплав

полностью кристаллизуется при Ku 6 1.

В общем виде представленную систему уравнений (2.26), (2.27) можно решить только чис-

ленно. Вместе с тем, в случае, когда рост кристаллических зародышей большую часть времени

происходит в близком к равновесному режиме (при Ku > 1), а время установления стационар-

ной частоты нуклеации пренебрежимо мало, задача существенно упрощается. Так как в данном

случае профиль температуры вокруг кристаллов не зависит явно от времени, получим

𝑟𝑇 = κ𝑅; κ =

⎧⎨⎩1 + 3

∞∫︁
1

{1 − 𝐽(𝜒)} 𝜒2 𝑑𝜒

⎫⎬⎭
1/3

, (2.28)

т. е. толщина температурного погранслоя пропорциональна размеру кристалла, при этом коэф-

фициент пропорциональности κ не зависит от времени (кроме того, κ не зависит и от кинетиче-

ского коэффициента 𝐵, который в различных работах определяется по-разному). Отметим, что

зависимость 𝐽(𝜒) в уравнении (2.28) находится через зависимость 𝜃𝑙(𝜒) (см. (2.18)).
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Подставляя (2.28) в уравнения (2.25)–(2.27) и вводя безразмерную переменную 𝜏 = 𝑡/𝑡0,

где 𝑡0 = ((4𝜋/3)κ3𝐽0)
−2/5

(2𝑎𝑙𝛽0)
−3/5, получим:

𝑋𝑇 (𝜏) =

𝜏∫︁
0

{1 −𝑋𝑇 (𝜏 ′)} (𝜏 − 𝜏 ′)
3/2

𝑑𝜏 ′; (2.29)

𝑋(𝜏) = κ−3𝑋𝑇 (𝜏); (2.30)

𝑁(𝜏) = 𝐽0𝑡0

𝜏∫︁
0

{1 −𝑋𝑇 (𝜏 ′)} 𝑑𝜏 ′. (2.31)

Уравнение (2.29) можно представить в виде уравнения Вольтерра 2-го рода:

𝑋𝑇 (𝜏) = (2/5) 𝜏 5/2 −
𝜏∫︁

0

𝑋𝑇 (𝜏 ′) (𝜏 − 𝜏 ′)
3/2

𝑑𝜏 ′,

решение которого может быть получено методом последовательных приближений:

𝑋𝑇 0(𝜏) = 0;

𝑋𝑇 1(𝜏) = (2/5) 𝜏 5/2 −
𝜏∫︁

0

𝑋𝑇 0(𝜏
′) (𝜏 − 𝜏 ′)

3/2
𝑑𝜏 ′;

...

𝑋𝑇 𝑛(𝜏) = (2/5) 𝜏 5/2 −
𝜏∫︁

0

𝑋𝑇 𝑛−1(𝜏
′) (𝜏 − 𝜏 ′)

3/2
𝑑𝜏 ′;

...

Как показывают расчеты, уже второй итерации достаточно, чтобы обеспечить хорошую

точность при определении функции 𝑋𝑇 (𝜏):

𝑋𝑇 (𝜏) ≈ (2/5) 𝜏 5/2 − (3𝜋/640) 𝜏 5. (2.32)

Из последнего соотношения нетрудно найти время стадии нуклеации: 𝜏 * ≈ 1.5; 𝑡* = 𝜏 *𝑡0. Объем

кристаллической фазы к моменту окончания нуклеации 𝑋(𝜏 *) = κ−3. Видно, что даже при не

очень больших κ он еще достаточно мал. Это означает малую длительность стадии нуклеации по

сравнению с последующим фазовым переходом, что существенно упрощает описание фазового

перехода в целом. Подставляя (2.32) в (2.31), получим конечное число образующихся в процессе

центров кристаллизации 𝑁* = 𝑁(𝜏 *):

𝑁* ≈ 𝐽0𝑡0

(︁
𝜏 * − (4/35) 𝜏 *7/2 + (𝜋/1280) 𝜏 *6

)︁
≈ 0.37 (𝐽0/(κ2𝛽0))

3/5. (2.33)

Следует отметить, что в зависимости (2.33) первый член есть произведение частоты зароды-

шеобразования при начальном переохлаждении 𝐽0 на полное время нуклеации 𝑡*. Остальные

члены обусловлены изменением в процессе фазового перехода объема, где возможна нуклеа-

ция новых зародышей. Если расплав дополнительно охладить до полного затвердевания, сред-

ний размер кристаллических зерен в затвердевшем материале (с учетом усадки) будет равен:

𝑅* = (4𝜋(𝑘 + 1)𝑁*/3)−1/3 ≈ 0.86(𝑘 + 1)−1/3(𝐽0/(κ2𝛽0))
−1/5.
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Рассмотрим еще один предельный случай (который реализуется при достаточно больших

переохлаждениях), когда рост большей части зародышей большую часть времени происходит

в неравновесном режиме при переохлаждении на фронте кристаллизации практически равном

начальному. В данном случае 𝑅̇ = 𝑣0 ≈ 𝐾∆𝑇0; 𝑅(𝑡) = 𝑣0𝑡, при этом относительная толщина

температурных погранслоев вокруг кристаллов κ близка к константе. Тогда уравнение (2.27)

примет вид:

𝑋(𝜏) =

𝜏∫︁
0

{1 −𝑋(𝜏 ′)} (𝜏 − 𝜏 ′)
3
𝑑𝜏 ′.

Здесь 𝜏 = 𝑡/𝑡0; 𝑡0 = ((4𝜋/3)𝐽0 (κ𝑣0)3)
−1/4. Данное уравнение сводится к дифференциально-

му уравнению четвертого порядка: 𝑋(4) = 6 (1 − 𝑋), решение которого может быть получено

аналитически [22]:

𝑋(𝜏) = 1 − cos((3/2)1/4𝜏) ch((3/2)1/4𝜏) ≈ 𝜏 4/4.

Из последнего соотношения следует, что время стадии нуклеации 𝜏 * ≈
√

2; 𝑡* = 𝜏 *𝑡0. Конечное

число образующихся в процессе центров кристаллизации

𝑁* ≈ 𝐽0𝑡0(𝜏
* − 𝜏 *5/20) ≈ 0.79 (𝐽0/(κ𝑣0))3/4 (2.34)

Средний размер кристаллических зерен в затвердевшем материале (с учетом усадки) будет ра-

вен: 𝑅* ≈ 0.67 (𝑘 + 1)−1/3(𝐽0/(κ𝑣0))−1/4.

На рис. 2.5 представлена зависимость числа образующихся центров кристаллизации 𝑁*

от начального переохлаждения расплава ∆𝑇0, рассчитанная для никеля. Из рисунка видно, что

с увеличением начального переохлаждения число центров кристаллизации, образующихся в те-

чении всего процесса растет (значит, средний размер кристаллических зерен в затвердевшем

материале уменьшается), чего и следовало ожидать. Теория Колмогорова справедлива только

при больших переохлаждениях, когда процесс кристаллизации близок к изотермическому.

Представленная модель может быть обобщена и на случай постепенного создания мета-

стабильного состояния. Пусть некий выделенный объем расплава 𝑉0 охлаждают со скоростью

𝑞 = −𝑇̇ . Запишем уравнение, отражающее условие появления в объеме хотя бы одного зароды-

ша новой фазы: 𝑉0
𝑇0∫︀

𝑇m𝑒𝑙

(𝐽/𝑞) 𝑑𝑇 ≃ 1, здесь 𝑇0 — температура, при которой начинается интенсив-

ный фазовый переход. Ввиду скоротечности стадии нуклеации можно считать, что образование

основного числа зародышей происходит именно при температуре 𝑇0, как если бы расплав охла-

дили до этой температуры мгновенно. Тем самым, описание стадии нуклеации существенно

упрощается. Однако, при моделировании дальнейшего фазового перехода факторы, отвечающие

за изменение метастабильности, должны быть учтены. Интересно отметить тот факт, что чис-

ло центров кристаллизации, а следовательно, и размер кристаллических зерен в затвердевшем

материале, зависят не только от скорости охлаждения, но также и от объема расплава. Так, при

увеличении скорости охлаждения и уменьшении объема расплав попадает в область более глу-

боких переохлаждений, что ведет к образованию большего числа центров кристаллизации, а

следовательно, к меньшему размеру зерен в затвердевшем материале. Это находит подтвержде-

ние в многочисленных экспериментах.
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Рисунок 2.5 — Зависимость числа образующихся центров кристаллизации 𝑁* от начального

переохлаждения расплава ∆𝑇0: сплошная линия — численное решение системы (2.25)–(2.27);

пунктирная линия — асимптотическое решение (2.33); штрихпунктирная линия — теория

Колмогорова (2.24).

Таким образом, предложенная модель позволяет найти как время нуклеации, что само

по себе является нетривиальной задачей, и в классических работах никак не решается, так и

конечное число образующихся зародышей, а следовательно, и размер кристаллических зерен в

затвердевшем материале.

2.3 Выводы по главе 2

Предложена неравновесная нестационарная модель роста сферического кристалла в пе-

реохлажденном расплаве. Модель корректно учитывает эффект прогрева расплава вблизи меж-

фазной поверхности, что в значительной степени влияет на скорость его роста. Найдено новое

аналитическое решение задачи в условиях сильной нестационарности процесса и при боль-

ших отклонениях от равновесия. Показано, что решения, полученные ранее другими авторами в

квазистационарном приближении, справедливы лишь при сравнительно малых начальных пере-

охлаждениях расплава и являются частным случаем найденного в работе решения. Показано, что

для исходных переохлаждений, меньших теплового эффекта превращения (в случае, когда число

Кутателадзе больше единицы), со временем на фронте кристаллизации устанавливается равно-

весие, при этом решение задачи становится автомодельным. При переохлаждениях, больших

этого, кристалл на протяжении всего времени растет в существенно неравновесных условиях.

Исследовано влияние усадки вещества на скорость роста кристалла.

Сформулирована кинетическая модель объемной кристаллизации переохлажденного рас-

плава, корректно учитывающая изменение степени метастабильности материнской фазы в про-

цессе зарождения и роста центров новой фазы. Модель применима как для случая мгновенного
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(при бесконечно быстром охлаждении расплава до заданной температуры), так и постепенного

(при конечной скорости охлаждения расплава) создания переохлаждения.

Построена замкнутая система интегро-дифференциальных уравнений, полностью описы-

вающая кинетику рассматриваемого процесса. Отличительной особенностью предложенной мо-

дели является выделение в объеме кристаллизующегося расплава «запрещенных» зон, нуклеация

новых зародышей в которых подавлена, что обусловлено формированием вокруг кристаллов в

процессе их роста прогретых областей (температурных погранслоев), частота нуклеации в кото-

рых значительно меньше, чем вдали от них. Суммарная динамика трансформации этих областей

позволяет найти как время нуклеации, что само по себе является нетривиальной задачей и в

классических работах никак не решается, так и зависимость доли кристаллической фазы от

времени, скорость образования и конечное число центров кристаллизации. Последнее в значи-

тельной степени определяет морфологию затвердевшего материала.
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Глава 3. Кавитация расплавов в процессе кристаллизации

3.1 Механизм кавитации, обусловленный усадкой вещества в процессе

затвердевания

3.1.1 Теоретическая модель процесса

Как уже было сказано во введении, явление кавитации жидкости, заклющееся в зарож-

дении и росте в объеме жидкости парогазовых пузырьков, зачастую связано с ее объемным

растяжением. Интенсивность кавитационных процессов при этом зависит от величины растяги-

вающего напряжения (отрицательного давления), предшествующего зарождению центров кави-

тации, которое, в свою очередь, прямо пропорционально относительному растяжению жидкости:

∆𝑝 = − 1

𝛽

∆𝑉𝑙
𝑉𝑙

, (3.1)

где ∆𝑉𝑙 — изменение исходного объема жидкости при ее растяжении; 𝑉𝑙 — объем жидкости; 𝛽 —

коэффициент объемного растяжения.

В работе [12] показано, что предельное растяжение ∆𝑝*, при котором жидкость начина-

ет интенсивно кавитировать, с приемлемой для практических оценок точностью может быть

найдено с помощью теории гомогенной нуклеации:

∆𝑝* ≃ −
(︂

16𝜋𝜎3
𝑙𝑔

3𝑘𝐵𝑇 ln{𝑁𝑚𝐵𝑐𝑎𝑣/𝐽𝑐𝑎𝑣}

)︂1/2

, (3.2)

где 𝐽𝑐𝑎𝑣 — частота зарождения центров кавитации, которая будет определена ниже.

Однако, как показывают эксперименты, предельные растяжения жидкости как правило зна-

чительно меньше данной величины. Это связано с тем, что реальные жидкости всегда содержат

микронеоднородности в виде микропузырьков свободного газа и твердых микрочастиц, объем-

ная концентрация которых оценивается различными авторами от 108 до 1014 м−3. Естественно,

все эти микрочастицы (по сути являющиеся гетерогенными центрами) играют роль ядер кавита-

ции. И если в механике твердого тела процесс разрушения начинается с зарождения дефектов, то

в жидкости дефекты структуры существуют изначально. Это означает, что кавитация реальных

жидкостей как правило носит гетерогенный характер.

Однако чисто гетерогенное зарождение наблюдается только в том случае, если жидкость

подвергается сравнительно медленному растяжению. C увеличением скорости растяжения (что

переводит жидкость в процессе нагрузки в область более глубоких метастабильных состояний),

вероятность появления в объеме гомогенных зародышей существенно возрастает. В конечном

счете вклад гомогенной составляющей в суммарный процесс зародышеобразования становится

преобладающим. Гетерогенное зарождение при этом по-прежнему существует, однако его ин-

тенсивность становится значительно меньше гомогенного. Это связано с тем, что хотя работа
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Рисунок 3.1 — Схематическое изображение процесса кавитации расплава при его объемной

кристаллизации: черные шарики — кристаллы; белые шарики — пузырьки.

образования критического зародыша при гомогенном зарождении и больше, чем при гетероген-

ном, число потенциальных центров гомогенного зародышеобразования на порядки больше, чем

гетерогенного.

Явление кавитации наблюдается и при объемной кристаллизации переохлажденных рас-

плавов, что обусловлено усадкой расплава в процессе затвердевания [18]. Естественно, оно име-

ет место быть только для веществ, плотность твердой фазы которых больше чем жидкой. Усадка

ведет к генерации в еще незакристаллизовавшемся расплаве больших отрицательных давлений,

и, как следствие, к образованию и росту кавитационных пузырьков. Схематически данный про-

цесс проиллюстрирован на рис. 3.1. Ниже приведена кинетическая модель данного процесса.

Рассмотрим объем расплава, который в начальный момент времени быстро переохлади-

ли относительно равновесной температуры фазового перехода. При этом скорость охлаждения

настолько велика, что расплав кристаллизуется объемным образом. Будем полагать, что чис-

ло образующихся центров кристаллизации настолько велико, что характерный объем ячейки,

занимаемый одним кристаллом, много меньше всего рассматриваемого объема, и волны деком-

прессии, формирующиеся вследствие усадки расплава при затвердевании вокруг большей части

растущих центров (за исключением областей, граничащих со свободной поверхностью), за время

полной кристаллизации расплава не успевают достигнуть его свободной поверхности (если она,

вообще говоря, есть). Это означает, что граница любой выделенной внутри рассматриваемого

объема области в течении всего процесса будет неподвижной, т. е. фактически рассматриваемый

объем будем считать бесконечным.

Пусть в произвольный момент времени в исходном объеме формируются кристаллическая

фаза с объемной долей 𝑋 и кавитационные пузырьки с объемной концентрацией 𝜙. Объем

незакристаллизовавшегося расплава 𝑉𝑙 найдем из балансового соотношения:

𝑉𝑙 = 1 −𝑋 − 𝜙. (3.3)



29

Считая, что рассматриваемый объем в процессе не меняется (его границы неподвижны), из

закона сохранения массы найдем растяжение расплава

∆𝑉𝑙 = 𝑘𝑋 − 𝑘𝑔𝜙, (3.4)

где 𝑘 = 𝜌𝑠/𝜌𝑙 − 1 — коэффициент усадки; 𝑘𝑔 = 1 − 𝜌𝑔/𝜌𝑙 ≃ 1; 𝜌𝑠, 𝜌𝑙 — плотность твердого и

жидкого состояния вещества соответственно; 𝜌𝑔 — плотность паров расплава. Подставляя (3.3)

и (3.4) в (3.1), получим значение отрицательного давления, возникающего в объеме расплава в

процессе его кристаллизации и кавитации:

∆𝑝 = − 1

𝛽

𝑘𝑋 − 𝑘𝑔𝜙

1 −𝑋 − 𝜙
. (3.5)

Из уравнения (3.4) легко получить значение объемной концентрации пузырьков 𝜙𝑓 в мо-

мент времени, когда кристаллизация расплава прекращается. В этом случае растяжение расплава

становится равным нулю, и если конечная доля образовавшейся в объеме кристаллической фазы

равна 𝑋𝑓 , то 𝜙𝑓 = (𝑘/𝑘𝑔)𝑋
𝑓 . В общем случае значение 𝑋𝑓 определяется условиями конкретной

задачи. Так, если процесс кристаллизации протекает адиабатически (при этом расплав изначаль-

но должен быть переохлажден относительно равновесной температуры плавления 𝑇𝑚𝑒𝑙), то 𝑋𝑓

непосредственно связано с начальным переохлаждением расплава ∆𝑇 𝑖 = 𝑇𝑚𝑒𝑙 −𝑇 𝑖: 𝑋𝑓 = Ku−1

(см. параграф 2.2), где Ku = 𝐿/(𝑐𝑙∆𝑇
𝑖) — критерий Кутателадзе; 𝐿 — удельная теплота плавле-

ния; 𝑐𝑙 — теплоемкость расплава. В случае, если расплав полностью кристаллизуется, значение

конечной доли кристаллической фазы, очевидно, определяется выражением 𝑋𝑓 = 1 − 𝜙 𝑓 , а

следовательно 𝜙 𝑓 = 𝑘/(𝑘 + 𝑘𝑔).

Заметим, что если значение объемной концентрации 𝜙 𝑓 и может быть получено непосред-

ственно из уравнения материального баланса, то для нахождения числа и размера образующихся

кавитационных включений требуется привлечение кинетической теории фазовых превращений,

как для процесса кристаллизации, так и для процесса кавитации.

Для описания объемной кристаллизации расплава будем считать, что на его границе осу-

ществляется постоянный теплоотвод так, что если б не было тепловыделения, обусловленного

фазовым переходом, расплав охлаждался бы с постоянной скоростью 𝑞 = −𝑑𝑇/𝑑𝑡 = const. При

этом его температура до начала фазового перехода в любой момент времени однородна. Такое

допущение, конечно же, модельно. В реальных процессах закалки в объеме расплава всегда

существует некоторый температурный градиент. Однако, если рассматривать закалку микрообъ-

емов, то в ряде случаев (все зависит от конкретной задачи) этот градиент не так велик, и им

можно пренебречь (например, при охлаждении микрослоя расплава на массивной подложке в

случае, когда относительная тепловая активность материалов подложки и расплава мала). В

противном случае, необходимо решать конкретную сопряженную задачу теплообмена расплава

с окружающей средой и разбивать расчетную область на ячейки с однородной (и усредненной

по ячейке) температурой.

Как было показано в главе 2, тепловыделение существенно меняет всю картину процесса

кристаллизации, и игнорировать его нельзя. Для описания кинетики кристаллизации переохла-

жденного расплава воспользуемся кинетическими уравнениями, описывающими зависимость
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доли кристаллической фазы 𝑋 и числа центров кристаллизации 𝑁𝑐𝑟 в единице объема вещества

от времени 𝑡, приведенными в параграфе 2.2:

𝑋(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽𝑐𝑟 (1 −𝑋𝑇 (𝜏) − 𝜙(𝜏))𝑉𝑐𝑟(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏 ; (3.6)

𝑁𝑐𝑟(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽𝑐𝑟 (1 −𝑋𝑇 (𝜏) − 𝜙(𝜏)) 𝑑𝜏, (3.7)

где 𝐽𝑐𝑟 = 𝑁𝑚𝐵𝑐𝑟 exp

(︂
−𝑊 *

𝑐𝑟

𝑘𝐵𝑇

)︂
+
∑︀
𝑛

𝑁ℎ𝑛𝐵𝑐𝑟 exp

(︂
−𝑊

*
𝑐𝑟 𝜓(𝜃𝑐𝑟𝑛)

𝑘𝐵𝑇

)︂
— частота нуклеации зароды-

шей кристаллизации, которая состоит из гомогенной (первый член) и гетерогенной (второй член)

составляющих (суммирование ведется по всем гетерогенным частицам в единице объема); 𝑘𝐵 —

постоянная Больцмана; 𝑇 — температура расплава; 𝑁𝑚 — число молекул в единице объема рас-

плава; 𝐵𝑐𝑟 — кинетический коэффициент; 𝑊 *
𝑐𝑟 = 16𝜋𝜎3

𝑙𝑠𝑇
2
𝑚𝑒𝑙/(3𝜌

2
𝑠 𝐿

2∆𝑇 2) — работа образования

критического зародыша кристаллизации в гомогенном процессе; ∆𝑇 = 𝑇𝑚𝑒𝑙 − 𝑇 — переохла-

ждение расплава; 𝜎𝑙𝑠 — поверхностное натяжение на границе расплав–кристалл; 𝑁ℎ — число

молекул на поверхности гетерогенной частицы; 𝜓(𝜃) = (1/4)(1 − cos 𝜃)2(2 + cos 𝜃); 𝜃𝑐𝑟 — угол

смачивания поверхности гетерогенной частицы (в данном случае — равновесный краевой угол

на линии контакта гетерогенная частица–расплав–кристалл); 𝑉𝑐𝑟 = (4𝜋/3)𝑅3
𝑐𝑟 — объем кристал-

ла; 𝑅𝑐𝑟 — радиус кристалла; 𝑋𝑇 — объем «запрещенной области» в единице объема вещества

(суммарный объем температурных погранслоев, формирующихся вокруг кристаллов), зарожде-

ние новых центров кристаллизации в которой подавлено.

Зависимость 𝑋𝑇 (𝑡) определяется из следующего интегрального уравнения

𝑋𝑇 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽𝑐𝑟 (1 −𝑋𝑇 (𝜏) − 𝜙(𝜏))𝑉𝑇 (𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏, (3.8)

где 𝑉𝑇 = (4𝜋/3)𝑟3𝑇 — объем «запрещенной области» вокруг кристалла, зародившегося в момент

времени 𝜏 ; 𝑟𝑇 — толщина температурного погранслоя, которая определяется из условия равен-

ства характерных времен ожидания появления нового зародыша в ячейке вокруг выделенного

кристалла при ступенчатой и реальной зависимостях частоты нуклеации от расстояния от кри-

сталла.

Уравнения (3.6)–(3.8) несколько модифицированы по сравнению с уравнения-

ми (2.25)–(2.27). В них учтено формирования в объеме расплава кавитационных пузырьков,

зарождения новых центров кристаллизации в которых физически невозможно. Фигурирующую

в них зависимость скорости роста кристалла от переохлаждения расплава определим согласно

результатам параграфа 2.1.

Отметим, что в работе рассматриваются механизмы как гомогенной, так и гетерогенной

кристаллизации. Учет последней не составляет больших трудностей, если имеется полная ин-

формация о характере присутствующих в расплаве примесных частиц и инородных поверх-

ностей. Забегая вперед отметим, что расплав интенсивно кавитирует тогда, когда в его объе-

ме реализуются большие отрицательные давления, которые могут быть достигнуты только при
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больших скоростях роста кристаллической фазы. Это происходит, если расплав кристаллизует-

ся при больших переохлаждениях, которые, в свою очередь, достигаются только при больших

скоростях охлаждения. В этом случае вклад гомогенной составляющей в суммарный процесс

кристаллизации становится преобладающим. Однако, это не означает, что гетерогенного зарож-

дения при таких условиях вообще нет. Как раз таки наоборот, все гетерогенные частицы рано

или поздно становятся центрами кристаллизации (при этом гетерогенная нуклеация начинается

при меньших переохлаждениях, чем гомогенная, т. е. раньше гомогенной), однако их количество,

в силу ограниченного числа гетерогенных частиц, оказывается существенно меньше количества

центров, появляющихся в объеме расплава в результате гомогенной нуклеации. Поэтому влияние

гетерогенной нуклеации на суммарный процесс кристаллизации в данном случае не велико.

Однако, при моделировании дальнейшего процесса кавитации, учет всех этих нюансов

необходим, так как, очевидно, характер присутствующих в расплаве гетерогенных центров дол-

жен оказывать существенное влияние на процесс зарождения и роста кавитационных зароды-

шей. Так, к моменту времени, когда в расплаве возникают критические растягивающие напря-

жения, ведущие к нуклеации зародышей кавитации (а это происходит тогда, когда доля кри-

сталлической фазы в объеме уже достаточно велика, и процесс нуклеации новых зародышей

кристаллизации, который протекает в очень узком временном интервале, давно прекратился),

инородные гетерогенные частицы оказываются поглощенными зародившимися на них кристал-

лами, а следовательно, гетерогенная нуклеация зародышей кавитации в данном случае происхо-

дит только на поверхностях образовавшихся кристаллов. Иными словами, гетерогенные части-

цы, изначально находящиеся в объеме расплава можно исключить из рассмотрения, так как на

процесс кристаллизации их наличие практически не оказывает влияния, а для процесса кавита-

ции их фактически нет. Это также можно сделать, если рассматривать процесс кристаллизации

микрообъемов расплава, где вероятность обнаружения гетерогенных частиц (а также начальных

микропузырьков), предельно мала.

С учетом вышеизложенного, зависимость объемной концентрации кавитационных пузырь-

ков от времени найдем из следующего соотношения

𝜙(𝑡) = 𝑁 𝑖
𝑐𝑎𝑣𝑉𝑐𝑎𝑣(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐽𝑐𝑎𝑣(𝜏)(1 −𝑋(𝜏) − 𝜙(𝜏))𝑉𝑐𝑎𝑣(𝑡− 𝜏) 𝑑𝜏, (3.9)

где 𝑁 𝑖
𝑐𝑎𝑣 — начальное число микропузырьков в единице объема расплава; 𝐽𝑐𝑎𝑣 =

𝑁𝑚𝐵𝑐𝑎𝑣 exp

(︂
−𝑊

*
𝑐𝑎𝑣

𝑘𝐵𝑇

)︂
+
∑︀
𝑛

𝑁ℎ𝑛𝐵𝑐𝑎𝑣 exp

(︂
−𝑊

*
𝑐𝑎𝑣𝜓(𝜃𝑐𝑎𝑣𝑛)

𝑘𝐵𝑇

)︂
— частота нуклеации зародышей

кавитации, которая состоит из гомогенной (первый член) и гетерогенной (второй член) со-

ставляющих (суммирование ведется по всем гетерогенным частицам в единице объема); 𝐵𝑐𝑎𝑣

— кинетический коэффициент; 𝑊 *
𝑐𝑎𝑣 = 16𝜋𝜎3

𝑙𝑔/(3𝑘
2
𝑔∆𝑝2) — работа образования критического

зародыша кавитации в гомогенном процессе; 𝜎𝑙𝑔 — поверхностное натяжение на границе рас-

плав–газ; 𝑁ℎ — число молекул на поверхности гетерогенной частицы; 𝜃𝑐𝑎𝑣 — угол смачивания

поверхности гетерогенной частицы (в данном случае — равновесный краевой угол на линии

контакта гетерогенная частица — расплав — газ); 𝑉𝑐𝑎𝑣 = (4𝜋/3)𝑅3
𝑐𝑎𝑣 — объем кавитационного

пузырька; 𝑅𝑐𝑎𝑣 — радиус кавитационного пузырька. Первый член в уравнении (3.9) отвечает
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за изменение объемной концентрации вследствие роста микропузырьков, которые изначально

содержатся в расплаве, второй — за счет флуктуационного образования и роста новых центров

кавитации.

В формуле (3.9) учтено формирование в контрольном объеме области, занятой кристалли-

ческой фазой, нуклеация зародышей кавитации в которой невозможна. Еще раз отметим, что под

гетерогенными частицами в рассматриваемой задаче следует понимать образовавшиеся в объеме

кристаллы (к моменту начала процесса нуклеации зародышей кавитации). При этом будем счи-

тать, что если на кристалле зародился хотя бы один кавитационный пузырек, вследствие того,

что скорость роста пузырьков существенно превосходит скорость роста кристаллов, кристалл, на

котором образовался пузырек, очень быстро окажется внутри этого пузырька, и рост кристал-

ла приостанавливается. Этот факт учитывается в расчетах при описании процесса суммарной

кристаллизации.

Заметим, что частота нуклеации кавитационных зародышей 𝐽𝑐𝑎𝑣 в формуле (3.9) зави-

сит от текущего отрицательного давления в среде (если давление положительное, то нуклеации

зародышей не происходит). Последнее, в свою очередь, зависит от доли кристаллической фа-

зы и объемной концентрации пузырьков (3.5). Так как на рассматриваемых временах динами-

ческие процессы протекают значительно быстрее тепловых, поле растягивающих напряжений,

формирующееся в объеме расплава, будем считать однородным в любой момент времени. Это

предположение может быть подтверждено простой оценкой времени распространения волны

декомпрессии между соседними кристаллами, которое оказывается много меньше характерного

времени всего рассматриваемого процесса.

Динамику пульсирующего кавитационного пузырька под действием внешнего давления

опишем с помощью уравнения Рэлея–Плессета:

𝑅𝑐𝑎𝑣𝑅̈𝑐𝑎𝑣 + (3/2)𝑅̇2
𝑐𝑎𝑣 = 𝜌−1

𝑙 (∆𝑝− 2𝜎𝑙𝑔/𝑅𝑐𝑎𝑣) − (4𝜈𝑙/𝑅𝑐𝑎𝑣)𝑅̇𝑐𝑎𝑣,

где 𝜈𝑙 — кинематическая вязкость расплава.

Зная динамику изменения давления, можно найти число кавитационных пузырьков, об-

разующихся флуктуационным образом в единице объема за время 𝑡. Прибавив к нему число

начальных пузырьков, получим

𝑁𝑐𝑎𝑣(𝑡) = 𝑁 𝑖
𝑐𝑎𝑣 +

𝑡∫︁
0

𝐽𝑐𝑎𝑣(𝜏)(1 −𝑋(𝜏) − 𝜙(𝜏)) 𝑑𝜏,

где 𝑁𝑐𝑎𝑣 — суммарное число пузырьков в единице объема. Отметим, что число новых центров ка-

витации будет существенным, если роста начальных пузырьков не будет хватать для того, чтобы

снять растущее в расплаве в процессе его кристаллизации напряжение, которое, превысив кри-

тическое значение (3.2), приведет к интенсивной нуклеации новых центров кавитации. Если же

начальные пузырьки исключить из рассмотрения (например, исследуя кристаллизацию чистых

расплавов), то кавитация расплава неизбежна (если брать во внимание случай непрерывного его

охлаждения).

Найдя число пузырьков 𝑁 𝑓
𝑐𝑎𝑣 в единице объема к моменту окончания кристаллизации, мож-

но найти их средний размер 𝑅̄𝑓
𝑐𝑎𝑣 в затвердевшем материале, а также их функцию распределения
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по размерам 𝑓(𝑅𝑐𝑎𝑣):

𝑅̄𝑓
𝑐𝑎𝑣 =

(︂
3

4𝜋

𝜙𝑓

𝑁 𝑓
𝑐𝑎𝑣

)︂1/3

; 𝑓(𝑅𝑐𝑎𝑣) = 𝑁 𝑓
𝑐𝑎𝑣

−1
(︂
𝑑𝑁𝑐𝑎𝑣

𝑑𝑅𝑐𝑎𝑣

)︂
.

Представленная система уравнений полностью описывает кинетику объемной кристалли-

зации и кавитации расплава (обусловленную его усадкой в процессе затвердевания), быстро

приведенного в переохлажденное состояние.

3.1.2 Результаты расчетов

Ниже представлены результаты расчетов на примере задачи о кавитации кристаллизую-

щихся чистых расплавов металлов: алюминия, меди и никеля. Система приведенных выше урав-

нений решалась численно.

Скорость охлаждения расплава 𝑞 варьировалась в пределах от 106 до 1010 К/с. Данный

диапазон скоростей выбран из следующих соображений. Согласно оценкам, приведенным в ра-

боте [12], начиная со скоростей охлаждения ∼ 106 К/с для достаточно чистых расплавов вклад

гомогенной составляющей в суммарный процесс кристаллизации становится преобладающим.

В этом случае можно заведомо абстрагироваться от присутствующих в расплаве примесных ча-

стиц, что существенно сужает число свободных параметров задачи. При скоростях охлаждения,

больших 1010 К/с, возможна аморфизация металлических расплавов [40]. Это выходит за рамки

поставленной задачи. Поэтому скорости, большие данных, здесь не рассматриваются.

На рис. 3.2 представлены зависимости средней температуры расплава 𝑇 и доли кристал-

лической массы 𝑋 от времени. Ниже, где это не будет оговорено специально, задача решается

для расплава алюминия; скорость охлаждения 𝑞 = 108 К/с. Видно, что на начальном этапе рас-

плав охлаждается с постоянной (заданной) скоростью, при этом его переохлаждение постепенно

увеличивается. С увеличением переохлаждения стремительно растет и вероятность появления в

объеме расплава зародышей кристаллической фазы. Наступает момент (при достижении некого

«критического» переохлаждения, которое тем больше, чем больше скорость охлаждения рас-

плава; для рассматриваемой скорости охлаждения оно составляет ∼ 170 К), когда процесс об-

разования этих зародышей принимает лавинообразный характер. Это связано с очень сильной,

экспоненциальной зависимостью частоты нуклеации от переохлаждения. В процессе своего ро-

ста образовавшиеся на начальном этапе зародыши очень быстро снимают переохлаждение (из-

за выделения скрытой теплоты фазового перехода), в связи с чем скорость образования новых

зародышей стремительно уменьшается и достаточно быстро становится равной нулю. Т. е., про-

цесс зарождения новых центров кристаллизации происходит в очень узком интервале времени

(для данной скорости охлаждения — за доли микросекунды). Последующий же рост кристалли-

ческой массы большую часть времени идет за счет роста уже образовавшихся центров. Здесь

необходимо отметить одну особенность. Со временем скорость роста кристаллической массы

𝑑𝑋/𝑑𝑡 уменьшается. Это связано с тем, что на начальном этапе процесс кристаллизации идет
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Рисунок 3.2 — Зависимости средней температуры расплава 𝑇 (штриховая линия) и доли

кристаллической массы 𝑋 (сплошная линия) от времени.

при больших переохлаждениях, достигнутых на стадии охлаждения расплава до момента об-

разования зародышей. В процессе фазового перехода переохлаждение расплава уменьшается, а

следовательно, уменьшается и скорость роста кристаллической массы (так как скорость роста

кристаллов прямо пропорциональна переохлаждению расплава). В результате, в расплаве уста-

навливается переохлаждение, при котором интенсивность тепловыделения равна интенсивности

теплоотвода, и скорость роста кристаллической массы (фактически определяемой теплоотводом)

становится постоянной.

Когда доля кристаллической массы в объеме достигает определенных значений, при ко-

торых отрицательные давления в расплаве становятся больше критических (для алюминия при

𝑋 ∼ 0.4), начинается интенсивная его кавитация. Процесс зарождения центров кавитации по

природе своей схож с процессом зарождения центров кристаллизации. На начальной стадии про-

исходит лавинообразное (спонтанное) зарождение кавитационных пузырьков, которые в процес-

се своего роста быстро снимают возникшее на данный момент времени в расплаве напряжение,

и нуклеация новых центров кавитации прекращается. Т. е., процесс зарождения центров кавита-

ции, как и кристаллизации, происходит в очень узком интервале времени. Дальнейшая эволюция

кавитирующего расплава определяется динамикой роста образовавшихся на начальной стадии

пузырьков. Отметим, что процесс нуклеации зародышей кавитации протекает гораздо позже,

чем процесс нуклеации зародышей кристаллизации. Это связано с тем, что для того, чтобы

достичь требуемых для возникновения кавитации отрицательных давлений, необходимо обра-

зование значительной доли кристаллической массы. А это происходит тогда, когда нуклеация

зародышей кристаллизации уже давно прекратилась, и фазовый переход идет за счет роста из-

начально образовавшихся центров. Что касается влияния гетерогенного образования зародышей

кавитации на общую картину процесса, то, как показали расчеты, оно не значительно, т. к. сум-

марное число центров кавитации, образующихся в процессе с учетом и без учета гетерогенного

зародышеобразования, оказывается примерно равным.

Еще один момент, на который стоит обратить внимание — это влияние кавитации на про-

цесс кристаллизации. Как было отмечено выше, при гетерогенном зарождении кавитационных
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пузырьков на кристаллах, в кинетических уравнениях последние должны быть исключены из

общего числа центров кристаллизации, определяющих скорость роста кристаллической массы

(что должно привести к уменьшению этой скорости). Это связано с тем, что кристаллы, ставшие

центром зарождения пузырьков, очень быстро захватываются этими пузырьками и в результа-

те перестают расти. Однако, как показывают расчеты, число образующихся в процессе центров

кристаллизации существенно превосходит число пузырьков (см. ниже), а следовательно, влияние

описанного эффекта незначительно.

Рис. 3.3 иллюстрирует эволюцию кавитационных пузырьков во времени 𝑅𝑐𝑎𝑣(𝑡), зародив-

шихся в различные моменты времени. Из рисунка видно, что под действием непрерывно со-

здаваемого при кристаллизации в расплаве растягивающего напряжения происходит их пульса-

ционный рост. Такое поведение типично для рэлеевских пузырьков и связано со следующим.

По мере своего роста пузырьки постепенно снимают накопившееся на данном этапе в распла-

ве напряжение. Наступает момент времени, когда оно становится равным нулю. Пузырьки при

этом по инерции проскакивают положения равновесия. Далее они растут замедленно (при этом

давление в расплаве увеличивается) до тех пор, пока скорость их роста не станет равной нулю.

После чего они начинают схлопываться, опять проскакивают положение равновесия и т. д. Надо

отметить, что вязкость расплавов металлов вблизи температуры плавления по порядку величи-

ны близка к вязкости воды, и инерционные члены в уравнении Рэлея играют существенную

роль. Однако, не все пузырьки, образующиеся флуктуационным образом, дорастают до макро-

размеров. Это происходит с пузырьками, зародившимися лишь на начальной стадии процесса

(рис. 3.3, кривые 1, 2). Пузырьки, зародившиеся на более поздних временах, хоть и дорастают

до значительных размеров, но в конечном итоге схлопываются полностью (рис. 3.3, кривая 3).

Это наглядно иллюстрирует рис. 3.4, на котором приведена зависимость числа кавитационных

пузырьков 𝑁𝑐𝑎𝑣 и давления в расплаве 𝑃 от времени. Как видно из рисунка, нуклеация новых

центров кавитации происходит только на начальной стадии процесса, когда отрицательное дав-

ление в расплаве максимально. Быстрый рост образовавшихся пузырьков приводит к пульсациям

давления, при этом в моменты времени, когда давление положительно, часть из этих пузырьков

полностью схлопывается. Ступенчатообразное поведение функции 𝑁𝑐𝑎𝑣(𝑡), очевидно, напрямую

связано с этими пульсациями и фактически «отслеживает» их. Некоторое запаздывание момента

начала исчезновения пузырьков относительно времени установления в расплаве положительного

давления связано с конечным временем схлопывания конкретного пузырька. Итоговое же число

жизнеспособных пузырьков стремится к определенному значению.

На рис. 3.5 представлены зависимости доли кристаллической массы 𝑋 и объемной кон-

центрации кавитационных пузырьков 𝜙 от времени. Как видно из рисунка, кавитация расплава

начинается с некоторым запаздыванием по отношению к процессу кристаллизации (причины

этого запаздывания описаны выше). Зависимость объемной концентрации пузырьков от време-

ни, очевидно, имеет тот же характер, что и зависимость от времени размера произвольно вы-

бранного жизнеспособного пузырька. В начале она испытывает большие пульсации относитель-

но своего равновесного значения (на рисунке оно показано штриховой линией), отвечающего

нулевому растяжению расплава, которые в дальнейшем постепенно затухают. Иными словами,

кавитирующий расплав представляет собой нелинейный затухающий осциллятор с вынужда-
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Рисунок 3.3 — Эволюция кавитационных пузырьков, зародившихся в различные моменты

времени.

Рисунок 3.4 — Зависимости давления 𝑃 (штриховая линия) и числа кавитационных центров

𝑁𝑐𝑎𝑣 (сплошная линия) от времени.

ющей силой, которая обусловлена процессом кристаллизации. При этом затухание связано не

вязкостью расплава, как это может показаться на первый взгляд, а с увеличением «жесткости»

системы вследствие уменьшения объема расплава при кристаллизации (3.1). Из рис. 3.5 вид-

но, что конечная объемная концентрация кавитационных включений в затвердевшем материале

равна 𝜙 𝑓 ≃ 5.2%. Как уже было сказано в постановке задачи, она может быть найдена и из

балансовых соотношений.

На рис. 3.6 представлена функция распределения кавитационных пузырьков по размерам

𝑓(𝑅𝑐𝑎𝑣) в различные моменты времени (при одинаковом давлении), нормированная на текущее

число пузырьков: 1 — к моменту окончания нуклеации; 2 — в промежуточный момент времени;

3 — к моменту полной кристаллизации расплава. Пунктирными линиями показаны их средние

значения 𝑅̄𝑐𝑎𝑣 (полученные из средних объемов). Как видно из рисунка, к моменту окончания

нуклеации функция распределения имеет достаточно узкую ширину, что еще раз подтверждает

тот факт, что процесс зародышеобразования происходит на очень малом временном интервале.
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Рисунок 3.5 — Зависимости доли кристаллической массы 𝑋 и объемной концентрации

кавитационных пузырьков 𝜙 (штриховая линия отвечает ее равновесному значению) от

времени.

Рисунок 3.6 — Функция распределения кавитационных пузырьков по размерам в различные

моменты времени; пунктирными линиями показаны их средние значения.

В дальнейшем ширина функции распределения увеличивается. Это связано с тем, что пузырьки,

образовавшиеся раньше, в среднем растут быстрее пузырьков, образовавшихся позже.

На рис. 3.7 представлены зависимости среднего размера кристаллических зерен 𝑅̄𝑐𝑟 (а) и

образующихся в процессе кавитационных включений 𝑅̄𝑐𝑎𝑣 (б) к моменту окончания кристалли-

зации от скорости охлаждения расплава 𝑞. Расчеты проводились для алюминия (1), меди (2) и

никеля (3). Из рис. 3.7, а видно, что с увеличением скорости охлаждения размер кристаллических

зерен в затвердевшем материале уменьшается. Это связано с тем, что при больших скоростях

охлаждения расплав попадает в область больших переохлаждений, где скорость образования за-

родышей кристаллизации выше, а следовательно, во всем процессе их образуется больше. При

больших переохлаждениях, увеличивается и скорость роста кристаллической массы, от которой

напрямую зависит величина возникающего в расплаве растягивающего напряжения, определя-

ющего число зарождающихся в процессе центров кавитации. Поэтому, с увеличением скорости

охлаждения размер образующихся кавитационных включений также уменьшается (рис. 3.7, б).

Интересно отметить, что зависимости 𝑅̄𝑐𝑟(𝑞) и 𝑅̄𝑐𝑎𝑣(𝑞) близки к линейным. Различие этих зави-
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Рисунок 3.7 — Зависимости среднего размера кристаллических зерен (а) и кавитационных

включений (б) в затвердевшем материале от скорости охлаждения расплава 𝑞 для различных

металлов: 1 — алюминия; 2 — меди; 3 — никеля.

симостей для разных металлов, очевидно, обусловлено различием их теплофизических и кинети-

ческих свойств. Основным параметром, в значительной степени определяющим скорость зарож-

дения центров кристаллизации, является поверхностное натяжение на границе расплав–кристалл

𝜎𝑙𝑠. Чем больше его значение, тем при больших переохлаждениях расплав кристаллизуется (при

тех же скоростях охлаждения), а следовательно, размер кристаллических зерен в затвердевшем

материале должен быть меньше. Однако, из-за того, что характерное время нуклеации при уве-

личении переохлаждения уменьшается (в связи с увеличением скорости роста кристаллической

массы), различие в конечных размерах кристаллических зерен для разных материалов получает-

ся не большое. Скорость зарождения центров кавитации также сильно зависит от поверхностно-

го натяжения (в данном случае на границе расплав–газ 𝜎𝑙𝑔). Однако, в рассматриваемой задаче

процесс кавитации по большому счету определяется скоростью кристаллизации, которая для

разных материалов может существенно отличаться.

Еще раз подчеркнем, насколько сильно скорость охлаждения влияет на конечную мик-

роструктуру затвердевшего материала, в значительной мере определяющую его механические,

электрические и др. свойства. Так, при увеличении скорости охлаждения на порядок, на порядок

уменьшается и размер кристаллических зерен, и размер кавитационных включений. Этот эффект

наблюдается и в экспериментах [56–60].

К сожалению, провести количественное сравнение результатов расчета с экспериментом

на данном этапе крайне сложно, т. к. в реальных процессах при затвердевании расплавов темпе-

ратурное поле в них как правило существенно неоднородно (а скорость охлаждения не постоян-

на), и для получения необходимой информации в каждом конкретном случае требуется решить

соответствующую сопряженную задачу теплообмена расплава с окружающей средой (как это,

например, сделано в работе [40] при описании процесса объемной кристаллизации микрослоя

расплава на массивной подложке). Сейчас же можно констатировать лишь качественное соот-

ветствие полученных результатов с опытными данными.
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Рисунок 3.8 — Схематическое изображение сегрегации растворенного в расплаве газа в

процессе его кристаллизации (черные точки символизируют молекулы растворенного газа,

синие точки — молекулы вещества расплава/кристалла).

В заключение отметим, что представленная в работе модель может быть обобщена на слу-

чай кавитации кристаллизующихся газонасыщенных расплавов, что является предметом наших

дальнейших исследований.

3.2 Сегрегация растворенного в расплаве газа в процессе кристаллизации

3.2.1 Постановка задачи

Основные уравнения

Рассмотрим задачу о сегрегации растворенного в расплаве газа движущимся фронтом кри-

сталлизации для трех наиболее распространенных геометрий [74;75] (схематически данный про-

цесс изображен на рис. 3.8):

– плоского фронта кристаллизации, когда зарождение кристалла происходит на плоской гетеро-

генной поверхности (подложке), на которой, как правило, осуществляется теплоотвод;

– цилиндрического, когда зарождение кристалла происходит на прямолинейной нитевидной за-

травке;

– сферического, когда зарождение кристалла происходит в объеме расплава на субмикронной

затравке (примесной частице), либо гомогенным образом.

Зависимость поля концентрации растворенного в расплаве газа в процессе его кристалли-

зации от времени описывается уравнением диффузии, которое, учитывая различные симметрии
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рассматриваемой задачи, имеет вид:

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑙

𝜕𝐶

𝜕𝑥
=

1

𝑥𝛼
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷𝑥𝛼

𝜕𝐶

𝜕𝑥

)︂
, (3.10)

где 𝑡 — время; 𝑥 — координата с началом в центре кристаллизации; 𝐶 — массовая концентрация

растворенного в расплаве газа; 𝐷 — коэффициент диффузии газа в расплаве. Значение коэф-

фициента 𝛼 = 0; 1 и 2 соответствует плоской, цилиндрической и сферической симметриям

соответственно.

Отметим, что в уравнении (3.10) фигурирует конвективный член, обусловленный нали-

чием усадки вещества в процессе затвердевания. Усадка ведет к подтеканию расплава к меж-

фазной границе (в случае, если плотность твердой фазы больше, чем жидкой). Скорость рас-

плава 𝑣𝑙 находится из уравнения неразрывности и, при условии его несжимаемости, равна:

𝑣𝑙 = −𝑘𝑋̇(𝑋/𝑥)𝛼. Здесь 𝑋 — координата фронта кристаллизации (в начальный момент времени

𝑋 = 0); 𝑋̇ = 𝑑𝑋/𝑑𝑡 — скорость роста кристалла; 𝑘 = 𝜌− 1 — коэффициент усадки; 𝜌 = 𝜌𝑠/𝜌𝑙; 𝜌𝑠
и 𝜌𝑙 — плотности твердой и жидкой фаз соответственно.

Зависимость координаты фронта кристаллизации 𝑋 от времени берется из задачи о росте

кристалла в переохлажденном расплаве, т. е. в рассматриваемой задаче о сегрегации должна

быть задана. Как отмечалось в главе 2, различают два типа кристаллизации. Первый тип —

неравновесная, когда скорость роста кристалла определяется кинетикой фазового перехода и

является функцией переохлаждения расплава на фронте кристаллизации. В случае, когда это

переохлаждение остается постоянным в течении всего процесса, постоянной будет и скорость

роста кристалла: 𝑋̇ = 𝑣0 = const; 𝑋 = 𝑣0𝑡. Второй тип — равновесная, когда скорость роста

кристалла определяется исключительно теплоотводом от межфазной границы (переохлаждение

расплава на фронте кристаллизации при этом практически равно нулю). В этом случае ско-

рость роста кристалла обратно пропорциональна квадратному корню из времени: 𝑋̇ = 𝛽𝑇
√︀
𝑎/𝑡;

𝑋(𝑡) = 2𝛽𝑇
√
𝑎𝑡, где 𝛽𝑇 = 𝛽𝑇 (Ku) — безразмерный коэффициент, являющийся функцией числа

Кутателадзе Ku = 𝐿/(𝑐∆𝑇0); 𝑎 — температуропроводность расплава. Конечно же, реальные про-

цессы кристаллизации подчиняются более сложным законам, однако данные предельные случаи

наиболее показательны.

Будем считать, что в начальный момент времени концентрация растворенного в расплаве

газа однородна и равна 𝐶0:

(𝐶)𝑡=0 = 𝐶0, (3.11)

причем 𝐶𝑠 < 𝐶0 < 𝐶𝑙, где 𝐶𝑠 и 𝐶𝑙 — растворимость газа в твердой и жидкой фазах соответствен-

но (как правило, 𝐶𝑠 ≪ 𝐶𝑙).

Граничные условия заключаются в следующем. На большом расстоянии от кристалла кон-

центрация растворенного в расплаве газа равна исходной:

(𝐶)𝑥→∞ = 𝐶0; (3.12)

На межфазной границе выполняется условие материального баланса. Для его вывода требуется

рассмотреть элементарный акт роста кристалла на интервале времени 𝑑𝑡 (см. рис. 3.9). В данном
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Рисунок 3.9 — Схематическое изображение элементарного акта роста кристалла.

процессе часть газа, растворенного в расплаве, захватывается кристаллом, а оставшаяся часть

отводится от фронта кристаллизации посредством молекулярной диффузии:

𝜌𝑙(𝐶)𝑥=𝑋 (𝑑𝑋 + 𝑘𝑑𝑋) = 𝜌𝑠𝐶𝑠𝑑𝑋 − 𝜌𝑙𝐷

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑥

)︂
𝑥=𝑋

𝑑𝑡,

или

−𝐷

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑥

)︂
𝑥=𝑋

= (1 + 𝑘)𝑋̇ {(𝐶)𝑥=𝑋 − 𝐶𝑠} . (3.13)

Сформулированная краевая задача (3.10)–(3.13) полностью описывает сегрегацию раство-

ренного в расплаве газа в процессе его кристаллизации.

Обезразмеривание и переход к новым переменным

Для анализа записанной системы уравнений введем следующие безразмерные переменные:

𝐶 =
𝐶 − 𝐶0

𝐶0 − 𝐶𝑠

; 𝜏 = 𝑡/𝑡0; 𝑥̄ = 𝑥/𝑥0; 𝑋̄ = 𝑋/𝑥0; ´̄𝑋 = 𝑑𝑋̄/𝑑𝜏 = 𝑋̇/𝑣0; 𝜒 = 𝑥̄/𝑋̄ , где 𝑡0 = 𝐷/𝑣20

и 𝑥0 = 𝐷/𝑣0 — характерное время процесса и характерный размер соответственно. В качестве

характерной скорости 𝑣0 выберем характерную скорость роста кристалла. Далее будем также

использовать координату, отсчитываемую относительно фронта кристаллизации: 𝛿 = 𝑥 − 𝑋;

𝛿 = (𝜒− 1)𝑋̄ .

В случае неравновесной кристаллизации, когда скорость роста кристалла постоянна,
´̄𝑋 = 1; 𝑋̄ = 𝜏 . В случае равновесной кристаллизации, когда скорость роста кристалла обратно

пропорциональна квадратному корню от времени, ´̄𝑋 = 𝛽/
√
𝜏 ; 𝑋̄ = 2𝛽

√
𝜏 , где 𝛽 = 𝛽𝑇

√
Le;

Le = 𝐷/𝑎 — число Льюиса.

Для анализа рассматриваемого процесса введем еще одну немаловажную величину — тол-

щину формирующегося вблизи фронта кристаллизации диффузионного погранслоя 𝛿𝐷, которую

определим следующим образом. Если считать, что весь газ, вытесненный кристаллом в про-

цессе его роста, «скапливается» в этом слое (при этом концентрация газа в нем однородна и

равна концентрации газа на фронте кристаллизации, как если бы зависимость концентрации от

координаты имела ступенчатый вид), то, записывая закон сохранения массы газа

𝜌𝑙𝐶0𝑋
𝛼+1(1 + 𝑘) = 𝜌𝑠𝐶𝑠𝑋

𝛼+1 + 𝜌𝑙 {(𝐶)𝑥=𝑋 − 𝐶0} (𝑥𝛼+1 −𝑋𝛼+1),

получим

𝐶(1) = (1 + 𝑘)
{︀
𝜒𝛼+1
𝐷 − 1

}︀−1
, (3.14)
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или

𝜒𝐷 =
(︀
1 + (1 + 𝑘)𝐶(1)−1

)︀1/(𝛼+1)
; 𝛿𝐷 = (𝜒𝐷 − 1)𝑋̄. (3.15)

Перейдем к переменным 𝜏 и 𝜒, тем самым сведя краевую задачу (3.10)–(3.13) к задаче с

неподвижными границами. В этих переменных задача будет иметь вид:

— уравнение диффузии:

𝜕𝐶

𝜕𝜏
=

´̄𝑋

𝑋̄

(︂
𝑘

𝜒𝛼
+ 𝜒

)︂
𝜕𝐶

𝜕𝜒
+

1

𝑋̄2

1

𝜒𝛼

𝜕

𝜕𝜒

(︂
𝜒𝛼𝜕𝐶

𝜕𝜒

)︂
; (3.16)

— начальное и граничные условия

(𝐶)𝜏=0 = 0;

(𝐶)𝜒→∞ = 0; −
(︂
𝜕𝐶

𝜕𝜒

)︂
𝜒=1

= (1 + 𝑘)𝑋̄ ´̄𝑋
{︀

(𝐶)𝜒=1 + 1
}︀
.

(3.17)

Далее, при анализе полученных результатов сделаем упор на случай плоского фронта кри-

сталлизации. Для случая цилиндрической и сферической симметрий приведем лишь найденные

аналитические решения, не иллюстрируя их на графиках, так как для всех трех рассматриваемых

геометрий результаты качественно совпадают.

3.2.2 Аналитические решения задачи и анализ полученных результатов

В общем виде сформулированную краевую задачу (3.16), (3.17) можно решить только чис-

ленно, однако в некоторых частных случаях, рассмотренных ниже, она имеет точные аналити-

ческие решения.

Точное решение задачи в случае постоянной скорости роста кристалла

Рассмотрим один из предельных случаев, когда переохлаждение расплава на фронте

кристаллизации остается постоянным в течении всего процесса (или какого-либо достаточ-

но продолжительного времени). Следовательно, постоянной будет и скорость роста кристалла:

𝑑𝑋/𝑑𝑡 = 𝑣0 = const; 𝑋 = 𝑣0𝑡 (в безразмерном виде: 𝑑𝑋̄/𝑑𝜏 = 1; 𝑋̄ = 𝜏 ).

Если не учитывать усадку, то задачу логичнее всего было бы решать в переменных 𝜏 , 𝛿, в

которых поверхность фазового перехода неподвижна, как это было сделано в работах [64;65]. В

данных переменных она имеет вид:

𝜕𝐶

𝜕𝜏
− 𝜌

𝑑𝑋̄

𝑑𝜏

𝜕𝐶

𝜕𝛿
=
𝜕2𝐶

𝜕𝛿2
; (3.18)(︀

𝐶
)︀
𝜏=0

= 0;

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝛿

)︂
𝛿=0

= −𝜌𝑑𝑋̄
𝑑𝜏

(
(︀
𝐶
)︀
𝛿=0

+ 1);
(︀
𝐶
)︀
𝛿→∞ = 0. (3.19)
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Введение переменных 𝜏 = 𝜌2𝜏 , 𝛿 = 𝜌𝛿 позволяет исключить в явном виде коэффициент 𝜌,

отвечающий за усадку, из уравнений, описывающих рассматриваемый процесс. Краевая зада-

ча (3.18), (3.19) при этом становится идентичной краевой задаче без учета усадки в переменных

𝜏 , 𝛿. Таким образом, данная замена позволяет учесть усадку без каких-либо дополнительных

трудностей.

Далее, делая замену 𝐶* = 𝐶 𝑒𝜏/4+𝛿/2, тем самым исключая из уравнения диффузии (3.18)

конвективный член, сведем исходную краевую задачу к следующей

𝜕𝐶*

𝜕𝜏
=
𝜕2𝐶*

𝜕𝛿2
,(︀

𝐶*)︀
𝜏=0

= 0;

(︂
𝜕𝐶*

𝜕𝛿

)︂
𝛿=0

= −𝐶*/2 − 𝑒𝜏/4;
(︀
𝐶*)︀

𝛿→∞ = 0.

В данном случае решение задачи может быть получено точно с помощью метода преобра-

зования Лапласа и в переменных 𝜏 , 𝛿 имеет вид:

𝐶(𝜏, 𝛿) = 𝜌

√︂
𝜏

𝜋
exp

(︂
− 𝛿2

4𝜏
− 𝜌𝛿

2
− 𝜌2𝜏

4

)︂
+

+
1

2
(1 − 𝜌𝛿 + 𝜌2𝜏) 𝑒−𝜌𝛿 erfc

(︂
𝛿

2
√
𝜏
− 𝜌

√
𝜏

2

)︂
− 1

2
erfc

(︂
𝛿

2
√
𝜏

+
𝜌
√
𝜏

2

)︂
, (3.20)

где erfc(𝑥) =

∞∫︁
𝑥

𝑒−𝑧2 𝑑𝑧 — дополнительный интеграл ошибок. Анализ полученного решения будет

приведен ниже.

Точное решение задачи в случае скорости роста кристалла, обратно

пропорциональной квадратному корню из времени

Рассмотрим другой предельный случай, когда переохлаждение расплава на фронте кри-

сталлизации асимптотически стремится к нулю (случай равновесной кристаллизации), а ско-

рость роста кристалла становится обратно пропорциональной квадратному корню из времени.:

𝑑𝑋/𝑑𝑡 = 𝛽𝑇
√︀
𝑎/𝑡; 𝑋(𝑡) = 2𝛽𝑇

√
𝑎𝑡, где 𝑎 — температуропроводность расплава; 𝛽𝑇 = 𝛽𝑇 (Ku) —

безразмерный коэффициент, являющийся функцией числа Кутателадзе Ku = 𝐿/(𝑐∆𝑇0); 𝐿 —

удельная теплота плавления; 𝑐 — теплоемкость; ∆𝑇0 — начальное переохлаждение расплава (в

безразмерном виде: 𝑑𝑋̄/𝑑𝜏 = 𝛽0/
√
𝜏 ; 𝑋̄ = 2𝛽0

√
𝜏 , где 𝛽0 = 𝛽𝑇

√
Le; Le = 𝐷/𝑎 — число Льюиса).

Как и в предыдущем случае, рассматриваемую задачу удобнее всего решать в перемен-

ных 𝜏 , 𝛿. Оказывается, решение задачи при данном законе роста кристалла автомодельно. Такое

решение, только без учета усадки, было получено в работе [65]. Подобный результат можно

получить и с учетом усадки. Вводя переменную 𝜂 = 𝛿/
√
𝜏 , сведем уравнение диффузии к обык-

новенному дифференциальному уравнению:

𝑑2𝐶

𝑑𝜂2
+ (𝜂/2 + 𝛽*

0)
𝑑𝐶

𝑑𝜂
= 0
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с граничными условиями (︂
𝑑𝐶

𝑑𝜂

)︂
𝜂=0

= −𝛽*
0(𝐶 + 1);

(︀
𝐶
)︀
𝜂→∞ = 0,

где 𝛽*
0 = 𝜌𝛽0 — единственный параметр, включающий коэффициент, отвечающий за усадку,

фигурирующий в уравнениях, описывающих рассматриваемый процесс (очевидно, что без учета

усадки 𝛽*
0 = 𝛽0). Интегрируя данное уравнение, получим:

𝐶(𝜂) =

√
𝜋𝛽*

0 erfc {𝜂/2 + 𝛽*
0}

exp
{︀
−𝛽*

0
2
}︀
−
√
𝜋𝛽*

0 erfc {𝛽*
0}
. (3.21)

Анализ полученного решения будет приведен ниже.

Приближенное квазистационарное решение. Плоский фронт кристаллизации

Если принять во внимание тот факт, что концентрация растворенного в расплаве газа в

процессе его кристаллицации сравнительно медленно меняется со временем (условие квазиста-

ционарности процесса), то можно положить 𝜕𝐶/𝜕𝜏 ≈ 0. Это, как оказалось, позволяет найти

аналитическое решение, которое достаточно хорошо согласуется с численным, а в случае равно-

весной кристаллизации и вовсе является точным.

Интегрируя уравнение диффузии (3.16) с учетом граничных условий, найдем квазистаци-

онарное решение задачи для плоского фронта кристаллизации (𝛼 = 0):

𝐶(𝜏, 𝜒) = 𝐶(𝜏, 1)
erfc {𝛽 (𝜒+ 𝑘)}
erfc {𝛽 (1 + 𝑘)}

, (3.22)

где 𝐶(𝜏, 1) — концентрация газа на фронте кристаллизации, 𝛽 =

√︁
𝑋̄ ´̄𝑋/2 — функция време-

ни, получаемая из задачи о росте кристалла. Последняя является искомой функцией времени и

находится из уравнения материального баланса (3.17):

𝐶(𝜏, 1) =

√
𝜋(1 + 𝑘)𝛽erfc {(1 + 𝑘) 𝛽}

exp
{︀
− (1 + 𝑘)2 𝛽2

}︀
−
√
𝜋(1 + 𝑘)𝛽erfc {(1 + 𝑘) 𝛽}

. (3.23)

При равновесной кристаллизации расплава функция 𝑋̄ ´̄𝑋 = 2𝛽2
0 = const. Это означает, что

концентрационное поле в данном случае стационарно. Следовательно, решение краевой задачи

является автомодельным (с автомодельной переменной 𝜒) и, кроме того, точным, так как при его

нахождении не используется никаких приближений:

𝐶(𝜒) =

√
𝜋 (1 + 𝑘) 𝛽0 erfc {(𝜒+ 𝑘) 𝛽0}

exp
{︀
− (1 + 𝑘)2 𝛽2

0

}︀
−
√
𝜋 (1 + 𝑘) 𝛽0 erfc {(1 + 𝑘) 𝛽0}

. (3.24)

В случае нулевой усадки (𝑘 = 0) несколько другим способом аналогичное решение было полу-

чено в работе [65].

Из решения (3.24) видно, что на фронте кристаллизации (𝜒 = 1) мгновенно устанавли-

вается концентрация, которая остается постоянной в течении всего процесса, в то время как
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толщина диффузионного погранслоя растет пропорционально квадратному корню из времени

(что непосредственно следует из соотношения (3.15)): 𝛿𝐷 = 2𝛽𝐷
√
𝜏 ; 𝛽𝐷 = (𝜒𝐷 − 1)𝛽.

Для малых и больших значений параметра 𝛽 имеются следующие наглядные асимптоти-

ческие приближения.

При 𝛽 ≪ 1 (в окрестности фронта кристаллизации):

𝐶(𝜒) ≈ 𝐶(1) {1 − (2𝛽/
√
𝜋)(𝜒− 1)}, 𝐶(1) ≈

√
𝜋𝛽(1 + 𝑘);

𝛿𝐷 = 2𝛽𝐷
√
𝜏 , 𝛽𝐷 ≈ 1/

√
𝜋 − (1 − 2/𝜋)𝛽.

(3.25)

При 𝛽 ≫ 1:

𝐶(𝜒) ≈ 𝐶(1)
1 + 𝑘

𝜒+ 𝑘
𝑒−𝛽2{(𝜒+𝑘)2−(1+𝑘)2}, 𝐶(1) ≈ 2𝛽2(1 + 𝑘)2 + 2;

𝛿𝐷 = 2𝛽𝐷
√
𝜏 , 𝛽𝐷 ≈ {2𝛽(1 + 𝑘)}−1.

(3.26)

При выводе данных соотношений использовались разложение дополнительного интеграла оши-

бок в ряд Тейлора: erfc(𝑥) = 1− 2√
𝜋

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑥2𝑛+1

𝑛!(2𝑛+ 1)
и его асимптотическое разложение при

больших значениях аргумента: erfc(𝑥) =
𝑒−𝑥2

𝑥
√
𝜋

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛)!

𝑛!(2𝑥)2𝑛
.

Хотелось бы обратить внимание, что при значениях 𝛽 ≪ 1 концентрация газа на фронте

кристаллизации 𝐶(1) ≪ 1, а отношение толщины диффузионного погранслоя к размеру кри-

сталла 𝛿𝐷/𝑋̄ ∼ 𝛽−1 ≫ 1. И наоборот, при значениях 𝛽 ≫ 1 концентрация газа на фронте кри-

сталлизации 𝐶(1) ≫ 1, а отношение толщины диффузионного погранслоя к размеру кристалла

𝛿𝐷/𝑋̄ ∼ 𝛽−2 ≪ 1.

Рис. 3.10 иллюстрирует некоторые зависимости поля концентрации растворенного в рас-

плаве газа в случае равновесного закона роста кристалла. На рис. 3.10, a показана зависимость

концентрации газа на фронте кристаллизации от коэффициента 𝛽, характеризующего степень

метастабильности кристаллизующегося расплава. Видно, что с увеличением 𝛽 концентрация

газа на фронте кристаллизации также увеличивается. Штриховыми линиями показаны асимпто-

тики (3.25), (3.26). Из рисунка видно, при каких значениях 𝛽 они удовлетворительно описывают

точную зависимость. На рис. 3.10, б показана зависимость концентрации газа от автомодельной

переменной 𝜒, отнесенной к концентрации газа на фронте кристаллизации, для различных зна-

чений 𝛽. Видно, что с увеличением 𝛽 эта зависимость приобретает более крутой характер, что

связано уменьшением толщины формирующегося перед фронтом кристаллизации диффузионно-

го погранслоя. Зависимость концентрации газа от координаты 𝛿 в различные моменты времени

𝜏 представлена на рис. 3.10, в. Как уже отмечалось выше, и как хорошо видно из рисунка, в

случае равновесной кристаллизации расплава при остающейся постоянной в течении всего про-

цесса концентрации газа на фронте кристаллизации толщина диффузионного погранслоя растет

пропорционально квадратному корню из времени.

На рис. 3.11 представлена зависимость коэффициента 𝛽𝐷, характеризующего толщину

диффузионного погранслоя, от коэффициента 𝛽 в случае равновесного закона роста кристалла.

Видно, что с ростом 𝛽 толщина диффузионного погранслоя, очевидно, уменьшается. Штрихо-

выми линиями на графике показаны асимптотики (3.25), (3.26).
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Рисунок 3.10 — (а) Зависимость концентрации газа на фронте кристаллизации 𝐶(1) в случае

равновесного закона роста кристалла от коэффициента 𝛽: сплошная линия — точное

решение (3.23) для 𝑘 = 0.1; пунктирные линии — соответствующие асимптотические

решения (3.25), (3.26); штриховая линия — точное решение для 𝑘 = 0. (б) Зависимость

концентрации газа, отнесенной к концентрации газа на фронте кристаллизации 𝐶/𝐶(1), от

автомодельной переменной 𝜒 для различных значений коэффициента 𝛽: 1 — 𝛽 = 0.5; 2 — 𝛽 = 1;

3 — 𝛽 = 2. (в) Зависимость концентрации газа, отнесенной к концентрации газа на фронте

кристаллизации 𝐶/𝐶(1), от координаты 𝛿 для 𝛽 = 1 в различные моменты времени: 1 — 𝜏 = 1;

2 — 𝜏 = 5; 3 — 𝜏 = 10.

При неравновесной кристаллизации расплава функция 𝑋̄ ´̄𝑋 = 𝜏 . В данном случае решение

краевой задачи (которое удобнее записать в переменных 𝜏 , 𝛿) имеет вид:

𝐶(𝜏, 𝜒) =
(1 + 𝑘)

√︀
𝜋𝜏/2 erfc

{︁√︀
𝜏/2

(︀
1 + 𝑘 + 𝛿/𝜏

)︀}︁
exp

{︀
− (1 + 𝑘)2 𝜏/2

}︀
− (1 + 𝑘)

√︀
𝜋𝜏/2 erfc

{︁√︀
𝜏/2 (1 + 𝑘)

}︁ . (3.27)

На больших временах (𝜏 ≫ 1) решение (3.27) существенно упрощается:

𝐶(𝜏, 𝜒) ≈ 𝐶(𝜏, 1) exp{−(1 + 𝑘) 𝛿}, 𝐶(𝜏, 1) ≈ (1 + 𝑘)2 𝜏, 𝛿𝐷 ≈ (1 + 𝑘)−1.
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Рисунок 3.11 — Зависимость коэффициента 𝛽𝐷 от коэффициента 𝛽; штриховыми линиями

показаны асимптотики (3.25), (3.26).

Рисунок 3.12 — Зависимость концентрации газа 𝐶 от координаты 𝛿 в случае неравновесного

закона роста кристалла в различные моменты времени (1 — 𝜏 = 25; 2 — 𝜏 = 50): сплошные

линии — точное решение (3.20) для 𝜌 = 1.1; пунктирные линии — приближенное решение (3.27)

для 𝑘 = 0.1; штриховые линии — точное решение (3.20) для 𝑘 = 0.

Видно, что концентрация газа на фронте кристаллизации растет линейно со временем, в то время

как толщина диффузионного погранслоя в течении всего процесса остается постоянной величи-

ной (при этом отношение толщины диффузионного погранслоя к размеру кристалла постепенно

уменьшается: 𝛿𝐷/𝑋̄ ∼ 𝜏−1).

Сравнение решений (3.27) и (3.20) показывает их практически идеальное соответствие, а

на больших временах они и вовсе совпадают. Это наглядно иллюстрирует рис. 3.12, на котором

представлена зависимость концентрации газа 𝐶 от координаты 𝛿, построенная в различные мо-

менты времени по формулам (3.27) и (3.20). Приведенное сравнение дает основание полагать,

что найденное в работе решение (3.22), (3.23) хоть и является приближенным, так как при его

нахождении использовалось предположение о квазистационарности процесса, однако, по всей
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видимости, с хорошей точностью описывает рассматриваемый процесс практически при любом

законе роста кристалла (если не брать во внимание какие-нибудь экстраординарные случаи), что

подтверждается, в том числе, и численными расчетами.

Еще один момент, на который стоит обратить особое внимание — это то, что как отчетливо

видно из рисунков 3.10, а, 3.12, неучет усадки вещества ведет к более значимой ошибке, чем

использование приближения о квазистационарности процесса.

Цилиндрический фронт кристаллизации

Найдем квазистационарное решение уравнения диффузии (3.16), с учетом граничных усло-

вий для цилиндрического фронта кристаллизации (𝛼 = 1):

𝐶(𝜏, 𝜒) = 𝐶(𝜏, 1)

∞∫︁
𝜒

𝜁−1−2𝑘𝛽2

exp
{︀
−𝛽2𝜁2

}︀
𝑑𝜁

∞∫︁
1

𝜁−1−2𝑘𝛽2

exp
{︀
−𝛽2𝜁2

}︀
𝑑𝜁

= 𝐶(𝜏, 1)
Γ (−𝑘𝛽2, 𝛽2𝜒2)

Γ (−𝑘𝛽2, 𝛽2)
, (3.28)

где Γ(𝑠, 𝑥) =

∞∫︁
𝑥

𝑧𝑠−1𝑒−𝑧 𝑑𝑧 — верхняя неполная гамма-функция.

Концентрация газа на фронте кристаллизации 𝐶(𝜏, 1) находится из уравнения материаль-

ного баланса (3.17):

𝐶(𝜏, 1) =

2(1 + 𝑘)𝛽2

∞∫︁
1

𝜁−1−2𝑘𝛽2

exp
{︀
−𝛽2𝜁2

}︀
𝑑𝜁

exp
{︀
−𝛽2

}︀
− 2(1 + 𝑘)𝛽2

∞∫︁
1

𝜁−1−2𝑘𝛽2

exp
{︀
−𝛽2𝜁2

}︀
𝑑𝜁

. (3.29)

В случае нулевой усадки (𝑘 = 0) решение (3.28), (3.29) упрощается:

𝐶(𝜏, 𝜒) =
−𝛽2 Ei {−𝛽2𝜒2}

exp {−𝛽2} + 𝛽2 Ei {−𝛽2}
,

где Ei(𝑥) = −Γ(0,−𝑥) = −
∞∫︁

−𝑥

𝑧−1𝑒−𝑧 𝑑𝑧 — интегральная показательная функция.

При равновесной кристаллизации расплава, как и в плоской симметрии, 𝑋̄ ´̄𝑋 = 2𝛽2
0 =

const, концентрационное поле стационарно, а решение краевой задачи автомодельно:

𝐶(𝜒) =

2(1 + 𝑘)𝛽2
0

∞∫︁
𝜒

𝜁−1−2𝑘𝛽2
0𝑒−𝛽2

0𝜁
2

𝑑𝜁

𝑒−𝛽2
0 − 2(1 + 𝑘)𝛽2

0

∞∫︁
1

𝜁−1−2𝑘𝛽2
0𝑒−𝛽2

0𝜁
2

𝑑𝜁

=
(1 + 𝑘)𝛽

2(1+𝑘𝛽2
0)

0 Γ(−𝑘𝛽2
0 , 𝛽

2
0𝜒

2)

𝑒−𝛽2
0 − (1 + 𝑘)𝛽

2(1+𝑘𝛽2
0)

0 Γ(−𝑘𝛽2
0 , 𝛽

2
0)
.
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Для малых и больших значений параметра 𝛽 имеются следующие наглядные асимптоти-

ческие приближения.

При 𝛽 ≪ 1 (в окрестности фронта кристаллизации):

𝐶(𝜒) ≈ 𝐶(1)
ln(𝛽𝜒)−1 − 𝛾/2

ln(𝛽)−1 − 𝛾/2
; 𝐶(1) ≈ 2𝛽2(1 + 𝑘)

{︀
ln(𝛽−1) − 𝛾/2

}︀
≪ 1;

𝛿𝐷 = 2𝛽𝐷
√
𝜏 , 𝛽𝐷 ≈

(︀
2 ln(𝛽)−1 − 𝛾

)︀−1/2
; 𝛿𝐷/𝑋̄ ∼

{︀
𝛽2 ln(𝛽)−1

}︀−1/2 ≫ 1,

где 𝛾 ≈ 0.577 — постоянная Эйлера–Маскарони.

При 𝛽 ≫ 1:

𝐶(𝜒) ≈ 𝐶(1)
1 + 𝑘

𝜒+ 𝑘
𝑒−𝛽2{(𝜒+𝑘)2−(1+𝑘)2}, 𝐶(1) ≈ 𝛽2(1 + 𝑘)2 + 1 ≫ 1;

𝛿𝐷 = 2𝛽𝐷
√
𝜏 , 𝛽𝐷 ≈ {2𝛽(1 + 𝑘)}−1; 𝛿𝐷/𝑋̄ ∼ 𝛽−2 ≪ 1.

(3.30)

Как уже отмечено выше, основные выводы, которые можно сделать о решении задачи для

цилиндрической симметрии, качественно совпадают с выводами для случая плоского фронта

кристаллизации.

Сферический фронт кристаллизации

Найдем квазистационарное решение уравнения диффузии (3.16), с учетом граничных усло-

вий для сферического фронта кристаллизации (𝛼 = 2):

𝐶(𝜏, 𝜒) = 𝐶(𝜏, 1)

∞∫︁
𝜒

𝜁−2 exp

{︂
−𝛽2

(︂
𝜁2 − 2𝑘

𝜁

)︂}︂
𝑑𝜁

∞∫︁
1

𝜁−2 exp

{︂
−𝛽2

(︂
𝜁2 − 2𝑘

𝜁

)︂}︂
𝑑𝜁

. (3.31)

Концентрация газа на фронте кристаллизации 𝐶(𝜏, 1) находится из уравнения материального

баланса (3.17):

𝐶(𝜏, 1) =

2(1 + 𝑘)𝛽2

∞∫︁
1

𝜁−2 exp

{︂
−𝛽2

(︂
𝜁2 − 2𝑘

𝜁

)︂}︂
𝑑𝜁

exp
{︀
− (1 − 2𝑘) 𝛽2

}︀
− 2(1 + 𝑘)𝛽2

∞∫︁
1

𝜁−2 exp

{︂
−𝛽2

(︂
𝜁2 − 2𝑘

𝜁

)︂}︂
𝑑𝜁

. (3.32)

В случае нулевой усадки (𝑘 = 0) решение (3.31), (3.32) упрощается:

𝐶(𝜏, 𝜒) =
2𝛽2 {𝜒−1 exp (−𝛽2𝜒2) −

√
𝜋𝛽erfc (𝛽𝜒)}

exp (−𝛽2) − 2𝛽2 {exp (−𝛽2) −
√
𝜋𝛽erfc (𝛽)}

.
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При равновесной кристаллизации расплава, как в плоской и цилиндрической симметриях,

𝑋̄ ´̄𝑋 = 2𝛽2
0 = const, концентрационное поле стационарно, а решение краевой задачи автомодель-

но:

𝐶(𝜒) =

2(1 + 𝑘)𝛽2
0

∞∫︁
𝜒

𝜁−2 exp{−𝛽2
0(𝜁2 − 2𝑘𝜁−1)} 𝑑𝜁

exp{−(1 − 2𝑘)𝛽2
0} − 2(1 + 𝑘)𝛽2

0

∞∫︁
1

𝜁−2 exp{−𝛽2
0(𝜁2 − 2𝑘𝜁−1)} 𝑑𝜁

.

Для малых и больших значений параметра 𝛽 имеются следующие наглядные асимптоти-

ческие приближения.

При 𝛽 ≪ 1 (в окрестности фронта кристаллизации):

𝐶(𝜒) ≈ 𝐶(1)𝜒−1, 𝐶(1) ≈ 2𝛽2(1 + 𝑘) ≪ 1;

𝛿𝐷 = 2𝛽𝐷
√
𝜏 , 𝛽𝐷 ≈ (𝛽/2)1/3; 𝛿𝐷/𝑋̄ ∼ 𝛽−2/3 ≫ 1.

При 𝛽 ≫ 1:

𝐶(𝜒) ≈ 𝐶(1)
1 + 𝑘

𝜒+ 𝑘
𝑒−𝛽2{(𝜒+𝑘)2−(1+𝑘)2}, 𝐶(1) ≈ (2/3)𝛽2(1 + 𝑘)2 + 2/3 ≫ 1;

𝛿𝐷 = 2𝛽𝐷
√
𝜏 , 𝛽𝐷 ≈ {2𝛽(1 + 𝑘)}−1; 𝛿𝐷/𝑋̄ ∼ 𝛽−2 ≪ 1.

(3.33)

Отметим, что при 𝛽 ≫ 1 зависимость концентрации газа, отнесенной к его концентрации

на фронте кристаллизации, от координаты для всех рассматриваемых геометрий оказывается

одинаковой (чего не наблюдается при 𝛽 ≪ 1). Т. е., казалось бы, при относительно малых тол-

щинах диффузионного погранcлоя 𝛿𝐷/𝑋̄ ≪ 1 кривизной фронта кристаллизации можно прене-

бречь. Однако, как видно из (3.26), (3.30), (3.33) геометрия задачи сказывается на концентрации

газа на фронте кристаллизации: 𝐶(1) ≈ 2

𝛼 + 1
(𝛽2(1 + 𝑘)2 + 1). И это легко объяснить с помо-

щью полученной оценки (3.14), приведенной выше (с учетом того, что толщины диффузионных

погранслоев при 𝛽 ≫ 1 во всех геометриях равны).

Еще один интересный факт. При 𝛽 ≫ 1 падение концентрации газа на толщине диф-

фузионного погранслоя происходит в 𝑒 раз: 𝐶(𝜒𝐷)/𝐶(1) ≈ 𝑒−1. И это могло бы также быть

определением диффузионного погранслоя, если бы данное соотношение выполнялось в широ-

ком диапазоне режимных параметров процесса. Однако, в случае малых значений 𝛽 это не так.

В заключение заметим, что в общем случае концентрация газа на фронте кристаллиза-

ции 𝐶(1) зависит только от функции
𝑑

𝑑𝜏

(︀
𝑋̄2
)︀
, т. е. определяется только законом роста кристал-

ла. Следовательно, если эта функция неограниченно растет со временем (например, в случае

неравновесной кристаллизации, когда скорость роста кристалла постоянна), то, как следует из

полученного решения, концентрация газа на фронте кристаллизации будет также неограниченно

расти. Это означает, что рано или поздно она превысит растворимость газа в расплаве при за-

данных условиях, в результате чего в объеме расплава, непосредстенно прилегающему к фронту

кристаллизации, начнется зарождение и рост пузырьков газовой фазы. И этот процесс фактиче-

ски неизбежен.

Напротив, если функция
𝑑

𝑑𝜏

(︀
𝑋̄2
)︀

со временем стремится к некой константе, к константе

будет стремиться и функция 𝐶(1) (в частности, они могут стремится к нулю). Особым является
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случай равновесной кристаллизации, когда скорость роста кристалла обратно пропорциональна

квадратному корню из времени. В данном случае функция
𝑑

𝑑𝜏

(︀
𝑋̄2
)︀
, а следовательно, и концен-

трация газа на фронте кристаллизации изначально равны определенной константе, связанной с

коэффициентом 𝛽.

Все вышеизложенное позволяет сформулировать простой критерий, который по сути яв-

ляется критерием отсутствия газовыделения при кристаллизации газонасыщенных расплавов.

Необходимо, чтобы концентрация газа на фронте кристаллизации в течении всего процесса бы-

ла меньше растворимости газа в расплаве: (𝐶)𝑥=𝑋 = 𝐶0 + (𝐶0 −𝐶𝑠)𝐶(1) < 𝐶𝑙. Иными словами,

если накладывать ограничение на начальную концентрацию растворенного газа, то она должна

быть меньше следующего значения: 𝐶0 <
𝐶𝑙 + 𝐶𝑠𝐶(1)

1 + 𝐶(1)
. На практике этого можно достичь дву-

мя способами: либо уменьшением начальной концентрации растворенного газа, либо скорости

роста кристалла.

3.3 Выводы по главе 3

Построена кинетическая модель кавитации расплава при его объемной кристаллизации,

обусловленная усадкой вещества в процессе затвердевания. Проведены численные расчеты для

некоторых чистых металлов при различных скоростях охлаждения. Показано, что кристаллиза-

ция расплава начинается при достижении определенного переохлаждения, которое тем больше,

чем больше скорость охлаждения расплава. Нуклеация зародышей кристаллизации имеет спон-

танный характер и происходит на относительно малом интервале времени. Последующий рост

кристаллической массы идет за счет роста изначально образовавшихся центров и определяется

теплоотводом. Образование в объеме кристаллической фазы ведет к появлению в еще незакри-

сталлизовавшемся расплаве больших растягивающих напряжений и, как следствие, к интенсив-

ной его кавитации. Нуклеация зародышей кавитации, также как и кристаллизации, происходит

спонтанно, при этом механизм нуклеации может быть как гомогенным, так и гетерогенным. В

роли гетерогенных центров для зародышей кавитации являются ранее образовавшиеся в объеме

расплава кристаллы.

Детально исследована эволюция кавитирующего расплава во времени. Показано, что рост

пузырьков приводит к сильным пульсациям давления. Получено, что часть пузырьков, обра-

зовавшихся на стадии нуклеации, в конечном итоге схлопываются, однако конечное их число

остается существенным. Построены зависимости доли кристаллической массы и объемной кон-

центрации газовой фазы от времени. Найдено время полного затвердевания расплава. Показана

существенная зависимость конечного размера кристаллических зерен и кавитационных включе-

ний в затвердевшем материале от скорости охлаждения расплава.

Рассмотрена задача о сегрегации растворенного в расплаве газа при его кристаллизации.

Сформулирована математическая модель процесса для трех наиболее распространенных гео-
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метрий роста кристалла: плоской, цилиндрической и сферической. Модель учитывает усадку

вещества в процессе затвердевания, которая ведет к подтеканию расплава к межфазной границе.

В приближении квазистационарности процесса найдено аналитическое решение задачи,

которое с хорошей точностью справедливо для произвольного закона роста кристалла. Опре-

делена толщина формирующегося перед фронтом кристаллизации диффузионного погранслоя.

Проведено сравнение полученного решения с точным в случае постоянной скорости роста кри-

сталла (для плоского фронта кристаллизации), показано их хорошее соответствие. В данном

случае концентрация газа на фронте кристаллизации линейно растет со временем, в то время

как толщина диффузионного погранслоя остается постоянной.

В общем случае показано, что в зависимости от того, по какому механизму кристалли-

зуется расплав (что определяет зависимость координаты фронта кристаллизации от времени),

реализуются два различных сценария сегрегационного процесса. В первом сценарии газ успе-

вает отводиться от фронта кристаллизации посредством молекулярной диффузии. Во втором

сценарии этого не происходит, и газ начинает скапливается вблизи межфазной поверхности.

Концентрация газа в окрестности этой поверхности при этом постепенно растет. Очевидно, что

газовыделение, ведущее к образованию в затвердевающем материале пор, в данном случае фак-

тически неизбежно.

В случае равновесной кристаллизации расплава, когда скорость роста кристалла обратно

пропорциональна квадратному корню из времени, решение краевой задачи становится автомо-

дельным (и, кроме того, точным, так как при его нахождении не используется никаких прибли-

жений: условие квазистационарности здесь выполняется автоматически). В данном случае на

фронте кристаллизации мгновенно устанавливается определенная концентрация, которая оста-

ется постоянной в течении всего процесса; толщина диффузионного погранслоя при этом уве-

личивается. Для того, чтобы исключить газовыделение, в данном случае необходимо подобрать

такие условия, при которых концентрация газа на фронте кристаллизации окажется меньше рас-

творимости газа в расплаве.
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Глава 4. Кавитация высоковязких газонасыщенных расплавов при их

быстрой декомпрессии

4.1 Динамика роста газового пузырька в высоковязком расплаве

4.1.1 Постановка задачи

Рассмотрим высоковязкую газонасыщенную жидкость, которая в начальный момент вре-

мени подвергается быстрой декомпрессии. В качестве модельной жидкости будем рассматривать

магматический (силикатный) расплав. Будем различать два типа декомпрессии: мгновенную, ко-

гда давление в жидкости падает от начального 𝑝𝑖 до конечного 𝑝𝑓 за бесконечно малый проме-

жуток времени, и постепенную, когда скорость декомпрессии конечна. Очевидно, что в случае

декомпрессии с конечной скоростью все параметры, характеризующие промежуточное состоя-

ние системы, являются функцией времени, а конечное давление может быть и не определено (к

примеру, при изменяющихся внешних условиях). Поэтому под конечным давлением в данном

случае будем подразумевать атмосферное 𝑝𝐴.

Отметим некоторые уникальные физико–химические свойства, присущие только магма-

тическим расплавам. Это, прежде всего, большое содержание в магме растворенных летучих

компонентов (преимущественно воды, концентрация которой может достигать более 7 % по

массе), а также высокую вязкость магмы, которая варьируется в пределах от 102 до 1012 Па·с и

с достаточно хорошей точностью описывается зависимостью аррениусовского типа:

𝜂(𝑇,𝐶) = 𝜂* exp {𝐸𝜂(𝐶)/(𝑘𝐵𝑇 )}, (4.1)

с энергией активации 𝐸𝜂, являющейся функцией концентрации растворенного газа, которая име-

ет вид: 𝐸𝜂(𝐶) = 𝐸*
𝜂(1−𝑘𝜂 𝐶), где 𝐶 — массовая концентрация растворенного газа; 𝐸*

𝜂 — энергия

активации для «сухого» расплава. Здесь 𝜂*; 𝑘𝜂 — эмпирические коэффициенты; 𝑘𝐵 — постоянная

Больцмана; 𝑇 — температура.

На рис. 4.1 представлена зависимость вязкости магмы от концентрации растворенного газа

(воды) при различных температурах, построенная по формуле (4.1).

Значения эмпирических коэффициентов, используемые здесь и далее для выбранного си-

ликатного магматического расплава, представлены в таблице 2.

Согласно закону Генри, при декомпрессии газ, растворенный в жидкости, оказывается в

пересыщенном состоянии, в результате чего в ее объеме начинают зарождаться и расти газовые

пузырьки. Для различных систем закон Генри может быть записан в следующем виде:

𝐶𝑠(𝑝) = (𝐾𝐻𝑝)
𝛼,
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Рисунок 4.1 — Зависимость вязкости магматического расплава 𝜂 от массовой концентрации

растворенного газа 𝐶 для различных температур: 1 — 𝑇 = 1000 K; 2 — 𝑇 = 1100 K; 3 —

𝑇 = 1200 K.

где 𝐶𝑠 — равновесная концентрация растворенного в жидкости газа; 𝑝 — давление; 𝐾𝐻 — кон-

станта Генри; 𝛼 — показатель степени в законе Генри (к примеру, для воды, растворенной в

магматическом расплаве, 𝛼 = 1/2).

Рассмотрим рост одиночного газового пузырька [19; 125]. В общем случае он происходит

по следующему сценарию (процесс будем считать изотермическим). Изначально давление газа

в пузырьке 𝑝𝑔 равняется давлению в жидкости до декомпрессии 𝑝𝑖, потому как концентрация

растворенного в жидкости газа в начальный момент времени равна равновесной концентрации

газа при начальном давлении. Так как давление газа в пузырьке в процессе декомпрессии ста-

новится больше давления в жидкости, начинается его рост. Эту стадию роста пузырька будем

назвать динамической. По мере роста пузырька давление в нем постепенно падает. Это приводит

к десорбции газа на межфазной поверхности. Масса пузырька при этом начинает увеличивать-

ся. В свою очередь, понижение концентрации газа вблизи межфазной поверхности приводит к

диффузии газа в жидкости. По прошествии определенного времени давление газа в пузырьке

практически выравнивается с давлением окружающей его жидкости, и дальнейший рост пу-

зырька происходит исключительно за счет диффузии. Эту стадию его роста будем называть

диффузионной.

Здесь следует отметить одно обстоятельство. Для некоторых сред (в частности, для магма-

тических расплавов, нефти и т. п.) формирование вокруг пузырька диффузионного погранслоя

ведет к возникновению существенного градиента вязкости жидкости в радиальном направлении

(ввиду сильной зависимости последней от концентрации растворенного газа), что необходимо

учесть. Поэтому, для описания динамики роста газовых пузырьков здесь следует использовать

следующий подход [19].

Для описания динамики роста одиночного пузырька запишем уравнение Навье—Стокса с

учетом сферической симметрии задачи (расплав будем считать несжимаемым):

𝜌𝑙

(︂
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

)︂
= −𝜕𝑝

𝜕𝑟
+ 𝜂

[︂
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

)︂
− 2𝑣𝑟

𝑟2

]︂
+ 2

𝜕𝜂

𝜕𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

, (4.2)
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где 𝑡 — время; 𝑟 — радиальная координата; 𝑣𝑟 — радиальная скорость расплава, обусловленная

ростом пузырька; 𝑝 — давление; 𝜌𝑙 — плотность расплава; 𝜂 — динамическая вязкость расплава,

которая, как уже было отмечено выше, является функцией от 𝑟.

Зависимость скорости расплава 𝑣𝑟 от радиальной координаты 𝑟 найдем из уравнения нераз-

рывности:

𝑣𝑟(𝑟) = 𝑅̇𝑅2/𝑟2.

Подставляя данную зависимость в уравнение (4.2), получим:

𝜌𝑙

(︃
𝑅̈𝑅2

𝑟2
+

2𝑅̇2𝑅

𝑟2
− 2𝑅̇2𝑅4

𝑟5

)︃
= −𝜕𝑝

𝜕𝑟
− 4

𝑅̇𝑅2

𝑟3
𝜕𝜂

𝜕𝑟
.

Чтобы избавиться от неизвестного градиента давления в правой части данного уравнения, про-

интегрируем его от 𝑅 до бесконечности:

𝜌𝑙

(︁
𝑅̈𝑅 + (3/2)𝑅̇2

)︁
= − (𝑝𝑓 − 𝑝(𝑅)) − 4𝑅̇𝑅2

∞∫︁
𝑅

𝜕𝜂

𝜕𝑟

𝑑𝑟

𝑟3
,

Преобразовав интеграл в правой части уравнения, получим:

𝜌𝑙

(︁
𝑅̈𝑅 + (3/2)𝑅̇2

)︁
= − (𝑝𝑓 − 𝑝(𝑅)) + 4𝜂(𝑅)

𝑅̇

𝑅
− 12𝑅̇𝑅2

∞∫︁
𝑅

𝜂(𝑟)

𝑟4
𝑑𝑟.

Условие равенства сил, действующих на поверхность пузырька со стороны газа и со стороны

жидкости, записывается следующим образом:

𝑝𝑔 −
{︂
𝑝(𝑅) − 2𝜂(𝑅)

(︂
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

)︂
𝑅

}︂
=

2𝜎

𝑅
,

где 𝑝𝑔 — давление газа в пузырьке; 𝜎 — поверхностное натяжение. Используя найденную из

последнего уравнения зависимость 𝑝(𝑅), получим:

𝜌𝑙

(︂
𝑅𝑅̈ +

3

2
𝑅̇2

)︂
= 𝑝𝑔 − 𝑝− 2𝜎

𝑅
− 4𝜂

𝑅̇

𝑅
; 𝜂 = 3𝑅3

∞∫︁
𝑅

𝜂(𝑟)

𝑟4
𝑑𝑟. (4.3)

Уравнение (4.3) является аналогом уравнения Рэлея–Плессета, с единственной лишь разницей,

что в нем вместо вязкости 𝜂 фигурирует некоторая «эффективная» вязкость 𝜂. Еще раз отме-

тим, что данное уравнение учитывает возникающий в процессе роста пузырька градиент вяз-

кости расплава в радиальном направлении из-за формирующегося вокруг пузырька градиента

концентрации растворенного газа. Нетрудно показать, что в случае однородной вязкости распла-

ва «эффективная» вязкость равна просто вязкости, и уравнение (4.3) становится классическим

уравнением Рэлея–Плессета.

Подобное уравнение можно было бы получить и в рамках ячеистой модели, согласно ко-

торой каждому пузырьку присваивается некая сферическая (или более сложной конфигурации)

область расплава, на границе которой выполняются условия симметрии; ячейки при этом пол-

ностью заполняют весь объем. В такой постановке полученное уравнение являлось бы аналогом
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обобщенного уравнения Рэлея–Плессета, левая часть которого (инерционные члены) включает в

себя некие поправочные коэффициенты, учитывающие конечное объемное газосодержание или

неодиночность пузырьков в среде, что приводит к отличию среднего давления несущей жид-

кости от давления на бесконечности, или, другими словами, к уменьшению радиальной присо-

единенной массы, приходящейся на один «коллективный» пузырек по сравнению с одиночным

пузырьком [103]. Однако, ввиду большой вязкости магматических расплавов (даже при больших

начальных концентрациях растворенного газа) инерционными членами в данном уравнении в

расчетах заведомо можно пренебречь, поэтому вывод уравнения для динамики роста пузырька

в рамках ячеистой модели кажется здесь излишним. Приведем только значение «эффективной»

вязкости (если рассматривать рост пузырька в рамках ячеистой модели со сферическими ячей-

ками), которая фигурировала бы в данном уравнении:

𝜂 = 3𝑅3

∫︁ 𝑆

𝑅

𝜂(𝑟)

𝑟4
𝑑𝑟 +

𝑅3

𝑆3
𝜂(𝑆),

где 𝑆 — радиус ячейки, который увеличивается в процессе роста пузырька.

Концентрация растворенного в жидкости газа 𝐶(𝑡, 𝑟) вокруг пузырька в процессе его роста

описывается уравнением диффузии, отражающим сферическую симметрию задачи:

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑟

𝜕𝐶

𝜕𝑟
=

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝐷𝑟2

𝜕𝐶

𝜕𝑟

)︂
, (4.4)

где 𝑣𝑟 = 𝑅̇𝑅2/𝑟2 — зависимость скорости жидкости от 𝑟, которая находится из уравнения нераз-

рывности; 𝐷 — коэффициент диффузии газа в жидкости.

В начальный момент времени

𝐶 = 𝐶𝑖 при 𝑡 = 0, (4.5)

где 𝐶𝑖 = 𝐶𝑠(𝑝𝑖) — начальная концентрация растворенного в жидкости газа, равная равновесной

концентрации газа при начальном давлении.

На границе пузырька выполняется условие локального термодинамического равновесия:

𝐶 = 𝐶𝑠(𝑝𝑔) при 𝑟 = 𝑅. (4.6)

Вторым граничным условием является условие на бесконечности, заключающееся в ра-

венстве концентрации растворенного газа исходной на большом расстоянии от пузырька:

𝐶 → 𝐶𝑖 при 𝑟 → ∞. (4.7)

Если рассматривать рост ансамбля пузырьков в рамках ячеистой модели со сферическими

ячейками радиуса 𝑆, то в качестве второго граничного условия следует записать закон сохране-

ния массы газа в ячейке (или аналогичное условие отсутствия диффузионного потока на границе

ячейки):

4𝜋

3
𝑅3𝜌𝑔 + 4𝜋

𝑆∫︁
𝑅

𝜌𝑙𝐶(𝑟)𝑟2 𝑑𝑟 =
4𝜋

3
𝑆3𝜌𝑙𝐶𝑖, (4.8)
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где 𝜌𝑔 — плотность газа в пузырьке.

В случае, когда толщина диффузионного погранслоя, формирующегося вокруг пузырька,

много меньше расстояния от границы пузырька до границы ячейки, граничное условие (4.8) с

хорошей точностью может быть заменено условием на бесконечности (4.7). Т. е. рост пузырь-

ка можно рассматривать в пренебрежении влияния других пузырьков, чем в данной работе и

ограничимся.

Систему (4.4)–(4.7) следует дополнить уравнением состояния газа в пузырьке (газ будем

считать идеальным)

𝑝𝑔 = 𝜌𝑔𝑅𝑔𝑇,

где 𝑅𝑔 = ℜ/𝜇 — приведенная газовая постоянная; ℜ — универсальная газовая постоянная; 𝜇 —

молярная масса газа.

Замыкает систему уравнение для скорости изменения массы газа 𝑚𝑔 в пузырьке:

𝑑𝑚𝑔

𝑑𝑡
= 4𝜋𝑅2𝐷𝜌𝑙

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑟

)︂
𝑟=𝑅

. (4.9)

Сформулированная краевая задача полностью описывает динамику роста газового пузырь-

ка в высоковязкой газонасыщенной жидкости в неравновесных нестационарных условиях.

Обезразмеривание

Далее при решении сформулированной задачи будем использовать следующие безразмер-

ные переменные: 𝜏 = 𝑡/𝑡0 — число Фурье; 𝑟 = 𝑟/𝑅0; 𝑅̄ = 𝑅/𝑅0; 𝑚̄ = 𝑚/𝑚0; 𝑝 = (𝑝 − 𝑝𝑓 )/∆𝑝𝑖;

𝐶 = (𝐶 − 𝐶𝑓 )/∆𝐶𝑖; 𝛾 = ∆𝑝𝑖/𝑝𝑖 — величина относительной декомпрессии, где 𝑡0 — харак-

терное время процесса; 𝑅0 — характерный размер; 𝑚0 = (4𝜋/3)𝜌𝑔𝑖𝑅
3
0 — характерная масса;

𝜌𝑔𝑖 = 𝜌𝑔(𝑝𝑖) — плотность газа в пузырьке при давлении 𝑝𝑖; ∆𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑝𝑓 — характерная вели-

чина декомпрессии; ∆𝐶𝑖 = 𝐶𝑖 − 𝐶𝑓 — характерное пересыщение; 𝐶𝑓 = 𝐶𝑠(𝑝𝑓 ) — равновесная

концентрация газа при давлении 𝑝𝑓 .

В качестве характерного размера 𝑅0 представляется разумным выбрать такой, при котором

характерные времена диффузионных 𝑡𝐷0 = 𝑅2
0/𝐷 и динамических 𝑡𝜂0 = 𝜂𝑖/∆𝑝𝑖 процессов равны:

𝑡𝐷0 = 𝑡𝜂0 = 𝑡0. В результате, получим: 𝑅0 =

√︂
𝐷𝜂𝑖
∆𝑝𝑖

. Здесь 𝜂𝑖 = 𝜂(𝐶𝑖) — вязкость жидкости при

начальной концентрации растворенного газа. Введенные таким образом характерные величины

позволяют исключить вязкость жидкости как параметр в обезразмеренных уравнениях, описы-

вающих рассматриваемый процесс, что существенно облегчает анализ задачи в целом.

Несмотря на то, что результаты расчетов будут представлены в безразмерном виде, и мы

постарались по максимуму абстрагироваться от свойств конкретной жидкости, некоторые свой-

ства, необходимые для расчетов и наглядного представления полученных результатов, все же

придется отметить. Поэтому сразу обозначим, что все расчеты далее выполнены на примере

конкретного магматического расплава, необходимые теплофизические и кинетические свойства

которого взяты из работы [124].
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4.1.2 Решение задачи и анализ полученных результатов

Начальная стадия процесса

На начальной стадии процесса, когда давление в пузырьке практически равно начальному,

диффузией газа в жидкости можно пренебречь, и скорость роста пузырька определяется рабо-

той, совершаемой газом (масса пузырька при этом, очевидно, не меняется). В случае мгновенной

декомпрессии уравнение (4.3) в пренебрежении инерционными членами может быть проинте-

грировано, в результате чего получим:

𝑅̄(𝜏) = 𝑅̄𝑐𝑟(1 + 𝛿 𝑒𝜏/4), (4.10)

где 𝛿 = 𝑅𝑖/𝑅𝑐𝑟−1; 𝑅𝑐𝑟 = 2𝜎/∆𝑝𝑖 — критический радиус (для величины декомпрессии ∆𝑝𝑖); 𝑅𝑖 —

начальный (надкритический) радиус пузырька, в выборе которого, вообще говоря, есть некий

произвол (достаточно только, чтобы он был несколько больше критического); 𝑅̄𝑐𝑟 = 𝑅𝑐𝑟/𝑅0.

В пренебрежении массоотдачей не сложно оценить динамику изменения давления газа в

пузырьке:

𝑝𝑔 = 1 − 𝛾−1(1 − 𝑅̄−3).

Однако, как показывают расчеты, решение (4.10) справедливо только на относительно ма-

лых временах. Поэтому, для описания дальнейшего роста пузырька совместно с динамической

требуется решить диффузионную задачу.

Приближенное квазистационарное решение

В некоторых работах решение диффузионной задачи существенно упрощают, полагая, что

в процессе роста пузырька достаточно быстро устанавливается квазистационарное состояние,

при котором концентрация растворенного в жидкости газа так медленно меняется со време-

нем, что в уравнении диффузии (4.4) можно принять 𝜕𝐶/𝜕𝑡 ≃ 0 и, кроме того, пренебречь

конвективным членом. В таком подходе полагается, что диффузионные процессы происходят

гораздо быстрее динамических. Для анализа их относительной скорости вводят число Пекле

Pe =
𝑅2∆𝑝𝑔
𝐷𝜂

= 𝑅̄2𝑝𝑔, которое является функцией времени и характеризует текущее состояние си-

стемы. Квазистационарному состоянию соответствуют значения Pe ≪ 1. Таким образом, уравне-

ние (4.4) сводится к уравнению Лапласа, решение которого с граничными условиями (4.6), (4.7)

имеет вид:

𝐶(𝜏, 𝑟) = 1 − {1 − 𝐶𝑠(𝑝𝑔)} 𝑅̄/𝑟.
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Рисунок 4.2 — Зависимость пересыщения среды 𝜀 от величины относительной декомпрессии 𝛾:

𝑝𝑖 = 100 атм (1 ); 500 атм (2 ); 3000 атм (3 ).

Тогда выражение для скорости изменения массы газа в пузырьке

1

3(1 − 𝛾)

𝑑𝑚̄𝑔

𝑑𝜏
= 𝜀𝑅̄2

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝑟

)︂
𝑟=𝑅̄

,

где 𝑚̄𝑔 = (𝛾 𝑝𝑔 + 1 − 𝛾)𝑅̄3, запишется в виде:

1

3

𝑑

𝑑𝜏

{︂(︂
𝛾 𝑝𝑔

1 − 𝛾
+ 1

)︂
𝑅̄3

}︂
= 𝜀𝑅̄(1 − 𝐶𝑠(𝑝𝑔)).

На поздней стадии процесса, когда между пузырьком и окружающей его жидкостью устанавли-

вается динамическое равновесие (𝑝𝑔 ≃ 0; 𝐶𝑠(𝑝𝑔) ≃ 𝐶𝑠(0) = 0), зависимости концентрационного

поля и радиуса пузырька от времени могут быть получены аналитически:

𝐶(𝜏, 𝑟) = 1 − 𝑅̄/𝑟; 𝑅̄(𝜏) =
√︁
𝑅̄2

* + 2𝜀 (𝜏 − 𝜏 *), (4.11)

где 𝜀 = (𝜌𝑙/𝜌𝑔𝑓 )∆𝐶𝑖 — безразмерный критерий, характеризующий степень метастабильности сре-

ды — пересыщение, т. е. движущую силу фазового перехода; 𝜌𝑔𝑓 = 𝜌𝑔(𝑝𝑓 ) — плотность газа при

давлении 𝑝𝑓 ; 𝜏 * — характерное (безразмерное) время установления динамического равновесия,

которое, если не рассматривать динамическую стадию процесса, не определено и по сути явля-

ется константой интегрирования; 𝑅̄* — характерный (безразмерный) радиус пузырька к моменту

времени 𝜏 *. Для наглядности зависимость пересыщения среды 𝜀 от величины относительной

декомпрессии 𝛾, рассчитанная при различных начальных давлениях, представлена на рис. 4.2.

Однако, решение (4.11) справедливо далеко не всегда. Во-первых, оно описывает лишь

диффузионную стадию процесса, тогда как время установления динамического равновесия для

высоковязких сред может быть существенным. Во-вторых, даже если принять, что это время

пренебрежимо мало, то, как показывают численные расчеты и полученное ниже аналитическое

решение, если на начальной стадии процесса различие между точным и квазистационарным ре-

шениями еще не столь велико, то по прошествии определенного времени оно становится суще-

ственным. И это различие тем больше, чем больше пересыщение среды 𝜀. Поэтому, использова-

ние квазистационарного решения даже при умеренных пересыщениях (при 𝜀 & 1) неправомерно.
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Рисунок 4.3 — Зависимость концентрации газа вокруг пузырька 𝐶 (а) и приведенной

концентрации 𝐶−𝐶(1)

1−𝐶(1)
(б) от радиальной координаты 𝜒 = 𝑟/𝑅̄ в различные моменты времени:

𝜏 = 20 (1 ); 50 (2 ); 1000 (3 ); штриховая линия — квазистационарное решение (4.11).

Это наглядно иллюстрирует рис. 4.3, на котором представлены расчетные зависимости

концентрации газа вокруг пузырька 𝐶 и «приведенной» концентрации
𝐶 − 𝐶(1)

1 − 𝐶(1)
от радиальной

координаты, отнесенной к радиусу пузырька, 𝜒 = 𝑟/𝑅̄ в различные моменты времени. Послед-

няя, введенная на первый взгляд «искуственно», характеризует динамику изменения концен-

трационного поля, как если бы концентрация газа вблизи межфазной поверхности мгновенно

устанавливалась равной равновесной концентрации при конечном давлении (что означало бы

мгновенное выравнивание давления газа в пузырьке с окружающей его жидкостью). Расчеты

проводились для 𝜀 = 2; 𝛾 = 0.87 (что соответствует начальному давлению 𝑝𝑖 = 1700 атм и

конечному давлению 𝑝𝑓 = 220 атм). Вязкость жидкости полагалась постоянной и не зависящей

от концентрации растворенного газа. Квазистационарное решение (4.11), также представленное

на рисунках, достаточно убедительно подтверждает вышесказанное.

Точное решение, справедливое в широком диапазоне пересыщений, в котором наиболее

корректно учтена сильная нестационарность рассматриваемого процесса, но только для диффу-

зионной стадии роста пузырька и в случае мгновенной декомпрессии, было получено в рабо-

те [19]. Следуя идеям, развитым в данной работе, сделаем попытку описать рассматриваемый

процесс на всех его стадиях, включая динамическую, в том числе и при больших отклонениях

от равновесия.

Аналитическое решение

Перейдем к переменным 𝜏 и 𝜒 = 𝑟/𝑅, тем самым сведя краевую задачу (4.4)–(4.7) к задаче

с неподвижными границами. В данных переменных задача примет следующий вид.
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Уравнение диффузии:

𝜕𝐶

𝜕𝜏
+

´̄𝑅

𝑅̄

(︂
1

𝜒2
− 𝜒

)︂
𝜕𝐶

𝜕𝜒
=

1

𝑅̄2

1

𝜒2

𝜕

𝜕𝜒

(︂
𝜒2 𝜕𝐶

𝜕𝜒

)︂
. (4.12)

Здесь ´̄𝑅 =
𝑑𝑅̄

𝑑𝜏
=
𝑑𝑅

𝑑𝑡

√︂
𝜂𝑖

𝐷∆𝑝𝑖
.

Начальное и граничные условия: (︀
𝐶
)︀
𝜏=0

= 1;

(︀
𝐶
)︀
𝜒=1

= 𝐶𝑠(𝑝𝑔); (4.13)(︀
𝐶
)︀
𝜒→∞ = 1. (4.14)

Уравнение, отвечающее за скорость изменения массы газа в пузырьке (уравнение матери-

ального баланса):
1

3

𝑑

𝑑𝜏

{︂(︂
𝛾 𝑝𝑔

1 − 𝛾
+ 1

)︂
𝑅̄3

}︂
= 𝜀𝑅̄

(︂
𝜕𝐶

𝜕𝜒

)︂
𝜒=1

. (4.15)

Найдем квазистационарное решение уравнения диффузии (4.12), с учетом граничных усло-

вий (4.13), (4.14):

𝐶(𝜏, 𝜒) = 1 − (1 − 𝐶𝑠(𝑝𝑔)) ·

∞∫︀
𝜒

𝜁−2 exp
(︁
− (𝜁2/2 + 1/𝜁) 𝑅̄ ´̄𝑅

)︁
𝑑𝜁

∞∫︀
1

𝜁−2 exp
(︁
− (𝜁2/2 + 1/𝜁) 𝑅̄ ´̄𝑅

)︁
𝑑𝜁

. (4.16)

Численные расчеты показывают, что время установления квазистационарного состояния

(но только в переменных 𝜏 и 𝜒) мало в масштабе характерного времени всего процесса. По-

этому решение (4.16) с хорошей точностью описывает реальную динамику концентрационного

поля, формирующегося вокруг пузырька в процессе его роста. Используя найденный профиль

концентрации, из уравнения материального баланса (4.15) получим интегро–дифференциальное

уравнение на 𝑅̄:

1

3

𝑑

𝑑𝜏

{︂(︂
𝛾 𝑝𝑔

1 − 𝛾
+ 1

)︂
𝑅̄3

}︂
=

= 𝜀𝑅̄(1 − 𝐶𝑠(𝑝𝑔)) ·

⎧⎨⎩
∞∫︁
1

𝜁−2 exp
(︁
−
(︀
𝜁2/2 + 1/𝜁 − 3/2

)︀
𝑅̄ ´̄𝑅
)︁
𝑑𝜁

⎫⎬⎭
−1

. (4.17)

Дополняет его модифицированное уравнение Рэлея–Плессета, которое (в пренебрежении инер-

ционными членами и лапласовским давлением) в безразмерных переменных имеет вид:

𝑝𝑔(𝜏) = 𝑝+ 4 ˆ̄𝜂
´̄𝑅

𝑅̄
; ˆ̄𝜂 = 3

∞∫︁
1

𝜂(𝜒)

𝜒4
𝑑𝜒, (4.18)

где 𝜂 = 𝜂/𝜂𝑖 = exp
{︀
𝜅 (1 − 𝐶)

}︀
; 𝜅 = 𝐸*

𝜂𝑘𝜂∆𝐶𝑖/(𝑘𝐵𝑇 ). Если не учитывать возникающую в

процессе роста пузырька неоднородность вязкости жидкости, обусловленной формированием
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диффузионного погранслоя, то в уравнении (4.18) следует положить ˆ̄𝜂 = 1. Отметим, что инер-

ционные члены в уравнении Рэлея–Плессета при необходимости (если рассматривать не очень

вязкие жидкости) могут быть учтены.

Тем самым, сформулированная краевая задача сводится к решению интегро-дифферен-

циального уравнения (4.17) (совместно с уравнениями (4.16), (4.18)), что существенно упрощает

задачу.

В случае больших и малых пересыщений уравнение (4.17) сводится к простым диффе-

ренциальным уравнениям, так как интеграл, фигурирующий в правой его части, имеет простые

асимптотические разложения:

— при 𝜀≪ 1 (что отвечает малым значениям функции 𝑅̄ ´̄𝑅):

∞∫︁
1

𝜁−2 exp
(︁
−
(︀
𝜁2/2 + 1/𝜁 − 3/2

)︀
𝑅̄ ´̄𝑅
)︁
𝑑𝜁 ≈ 1;

— при 𝜀 ≫ 1 (что отвечает большим значениям функции 𝑅̄ ´̄𝑅):

∞∫︁
1

𝜁−2 exp
(︁
−
(︀
𝜁2/2 + 1/𝜁 − 3/2

)︀
𝑅̄ ´̄𝑅
)︁
𝑑𝜁 ≈

√︂
𝜋

6

(︁
𝑅̄ ´̄𝑅
)︁−1/2

− 4

9

(︁
𝑅̄ ´̄𝑅
)︁−1

.

Отметим, что полученное решение справедливо как в случае мгновенной декомпрессии,

так и в случае декомпрессии с конечной скоростью.

На рис. 4.4, а представлены зависимости радиуса пузырька и давления газа в пузырьке от

времени в случае мгновенной декомпрессии. Расчеты проводились для 𝜀 = 2; 𝛾 = 0.87. Вязкость

жидкости полагалась постоянной и не зависящей от концентрации растворенного газа (ˆ̄𝜂 = 1).

Кривая 1 на рисунке иллюстрирует аналитическое решение (4.17) для скорости роста пу-

зырька, полученное в рамках представленной модели. Ей соответствует кривая 5 , показывающая

динамику изменения давления газа в пузырьке, полностью соответствующую изложенным вы-

ше представлениям. Отметим, что полученное аналитическое решение в точности совпадает с

численным (решением краевой задачи), и показать какое-либо их различие на рисунке не пред-

ставляется возможным. Поэтому решение (4.17) можно смело трактовать как точное. Начальная

стадия процесса, описываемая соотношением (4.10), полученном при условии отсутствия мас-

сообмена, отображена кривой 2 . Как и предполагалось, данное решение справедливо лишь на

малых временах. Кривая 3 иллюстрирует решение, полученное в рамках приближения диффу-

зионного роста (см. ниже формулу (4.20)), т. е. при условии мгновенного установления дина-

мического равновесия между пузырьком и окружающей его жидкостью. Фактически, данное

решение является асимптотическим, т. к. время релаксации давления в пузырьке на больших

временах становится пренебрежимо малым, и различие между точным решением и решением,

полученным в рамках равновесного приближения, нивелируется. Однако на начальной и пере-

ходной стадиях процесса динамика изменения давления, очевидно, должна быть учтена. Также

на рисунке приведено решение, полученное в рамках квазистационарного приближения (кри-

вая 4 ). Как видно, даже при сравнительно небольших значениях 𝜀 оно существенно расходится

с точным.
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Рисунок 4.4 — (а) Зависимости радиуса пузырька 𝑅̄ (1 — точное решение (4.17); 2 —

экспоненциальное решение (4.10); 3 — решение (4.20), полученное в рамках равновесного

приближения; 4 — квазистационарное решение (4.11)) и давления газа в пузырьке 𝑝𝑔 (5 ) от

времени 𝜏 . (б) Зависимость радиуса пузырька 𝑅̄ от времени 𝜏 , если вязкость в уравнении (4.18)

считать: 1 — точно по формуле ˆ̄𝜂 = 3
∞∫︀
1

𝜂(𝜒)

𝜒4
𝑑𝜒; 2 — равной начальной вязкости жидкости:

ˆ̄𝜂 = 1; 3 — равной вязкости жидкости на межфазной границе: ˆ̄𝜂 = 𝜂(1); 4 — равной конечной

вязкости жидкости: ˆ̄𝜂 = 𝜂(𝑝𝑓 ).

На рис. 4.4, б представлена зависимость радиуса пузырька от времени (кривая 1 ) в случае,

если вязкость жидкости считать точно по формуле (4.1). Для сравнения на рисунке представ-

лены также приближенные зависимости, когда вязкость ˆ̄𝜂, фигурирующая в уравнении (4.18),

полагалась равной вязкости жидкости при начальном давлении (начальной вязкости жидкости):
ˆ̄𝜂 = 1 (кривая 2 ); вязкости жидкости вблизи межфазной поверхности: ˆ̄𝜂 = 𝜂(1) (кривая 3 );

вязкости жидкости при конечном давлении: ˆ̄𝜂 = 𝜂(𝑝𝑓 ) (кривая 4 ). Как видно из рисунка, наи-

более близко к точному решению лежит кривая 2 . Однако, следует отметить, различие между

всеми этими решениями исчезает по прошествии длительного времени, когда между пузырьком

и окружающей его жидкостью устанавливается динамическое равновесие, и скорость его роста

определяется исключительно диффузией (вязкость жидкости при этом определяет время выхода

на эту стадию).

Диффузионная стадия процесса. Квазистационарное решение.

Как было сказано выше (и что может быть получено из простого анализа уравнения (4.18)),

по мере роста пузырька давление в нем постепенно падает и по прошествии некоторого време-

ни (определяемого главным образом вязкостью жидкости) стремится к внешнему давлению в

жидкости: 𝑝𝑔 → 𝑝 (равновесная стадия роста). На этой стадии рост пузырька в случае мгновен-
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ной декомпрессии (когда внешнее давление в начальный момент времени становится равным

конечному: 𝑝 = 0) определяется исключительно диффузией (в отличие от декомпрессии с ко-

нечной скоростью, когда определяющим фактором является также скорость декомпрессии) и

уравнение (4.17) сводится к следующему:

𝑅̄ ´̄𝑅

∞∫︁
1

𝜁−2 exp
(︁
−
(︀
𝜁2/2 + 1/𝜁 − 3/2

)︀
𝑅̄ ´̄𝑅
)︁
𝑑𝜁 = 𝜀.

Численный анализ показывает, что временная функция 𝑅̄ ´̄𝑅 достаточно быстро достигает опреде-

ленного значения 𝑅̄ ´̄𝑅 = 𝛽 = const, которое зависит только от степени начального пересыщения

𝜀. В данном случае концентрация растворенного в жидкости газа становится функцией только

одной переменной 𝜒, а решение краевой задачи — автомодельным:

𝐶(𝜒) =

𝜒∫︀
1

𝜁−2 exp {−𝛽 (𝜁2/2 + 1/𝜁)} 𝑑𝜁
∞∫︀
1

𝜁−2 exp {−𝛽 (𝜁2/2 + 1/𝜁)} 𝑑𝜁
; (4.19)

𝑅̄(𝜏) =
√︁
𝑅̄2

* + 2𝛽 (𝜏 − 𝜏 *). (4.20)

Константа 𝛽 при этом находится из следующего интегрального уравнения:

𝛽

∞∫︁
1

𝜁−2 exp
{︀
−𝛽
(︀
𝜁2/2 + 1/𝜁 − 3/2

)︀}︀
𝑑𝜁 = 𝜀. (4.21)

Следует отметить, что полученное решение является точным (если принять во внимание тот

факт, что оно асимптотическое и справедливо на временах, много больших характерного вре-

мени установления динамического равновесия), и при его выводе не привлекается анализ числа

Пекле.

В случае больших и малых пересыщений существуют наглядные приближения:

— при 𝜀≪ 1:

𝐶(𝜒) ≈ 1 − 𝜒−1; 𝛽 ≈ 𝜀. (4.22)

В данном случае полученное решение в точности совпадает с квазистационарным решени-

ем (4.11) и иллюстрирует область применения последнего.

— при 𝜀≫ 1:

𝐶(𝜒) ≈ erf{(3 𝜀/
√
𝜋) (𝜒− 1) }; 𝛽 ≈ (6/𝜋) (𝜀+ 4/9)2. (4.23)

Видно, что решение (4.23) кардинально отличается от (4.22), что еще раз подчеркивает непра-

вомерность использования квазистационарного решения (4.11) в широком диапазоне пересыще-

ний.

На рис. 4.5 представлена зависимость коэффициента 𝛽/𝜀 от 𝜀, характеризующая разницу

между точным (4.21) и квазистационарным решениями (4.11). Из рисунка видно, что даже при
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Рисунок 4.5 — Зависимость коэффициента 𝛽/𝜀 от 𝜀: сплошная линия — точное решение (4.21);

штриховая линия — асимптотическое решение (4.23); пунктирная линия — асимптотическое

решение (4.22) (или квазистационарное решение (4.11)).

Рисунок 4.6 — Зависимость радиуса пузырька от времени, ∆𝑝𝑖 = 30 МПа; 𝑝𝑖 = 150 МПа:

сплошная линия — автомодельное решение (4.20); пунктирная линия — квастационарное

решение (4.11); точки — эксперимент [116].

𝜀 = 1 эта разница достаточно велика, в то время как асимптотическое решение (4.23) (получен-

ное для 𝜀≫ 1) уже при 𝜀 & 1 практически совпадает с точным.

Сравнение результатов расчетов по предложенной модели с экспериментальными данны-

ми [116] приведено на рис. 4.6 . Из рисунка видно, что даже для малых начальных пересыщений

(в экспериментах ∆𝑝𝑖 = 30 МПа; 𝑝𝑖 = 150 МПа, что соответствует 𝜀 = 0.057) результаты

численного моделирования, а также полученное автомодельное решение, лучше описывают экс-

периментальные данные, чем квазистационарное решение (4.11). В работе [116] расхождение

результатов расчета (по квазистационарной модели) с экспериментом интерпретировалось как

следствие заниженного коэффициента диффузии (значение которого приведено выше, и который

используется в большинстве работ других авторов). Однако причиной этому, очевидно, является

неприменимость зависимости (4.11) в широком диапазоне пересыщений.
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Достаточно полезно привести оценку динамики изменения давления газа в пузырьке на

поздней стадии его роста. Подставляя (4.20) в (4.18), получим 𝑝𝑔 ≈ 2𝜏−1. Из данного соот-

ношения может быть найдено характерное время установления динамического равновесия 𝜏 *,

которое логично определить как время, за которое давление газа в пузырьке падает в 𝑛 раз по

отношению к начальному: 𝑝𝑔(𝜏 *) = 1/𝑛. Число 𝑛 при этом должно быть достаточно велико. В

результате имеем: 𝜏 * ≈ 2𝑛. Надо отметить, что полученная оценка хорошо согласуется с числен-

ными расчетами.

В заключении вернемся к анализу числа Пекле Pe (точнее его зависимости от времени),

который показывает диапазон применимости тех или иных решений. Если перепад давления

между газом в пузырьке и окружающей его жидкостью выразить из уравнения (4.18), то не

трудно получить (для пузырьков, размер которых значительно превосходит критический): Pe ≃
4𝑅̄ ´̄𝑅. Из данного соотношения видно, что если на начальных временах значения числа Пекле

малы, и использование квазистационарного решения (4.11) вполне допустимо (напомним, что

квазистационарному состоянию соответствуют значения Pe ≪ 1), то на больших временах, когда

Pe → 4𝛽, все определяется степенью метастабильности 𝜀 (так, числам Pe ≪ 1 соответствуют

значения 𝜀≪ 1).

4.2 Кинетика суммарного превращения

Перейдем к описанию кинетики суммарного превращения аналогично тому, как это было

сделано для объемной кристаллизации переохлажденного расплава в параграфе 2.2. Частоту нук-

леации 𝐽 зародышей кавитации определим согласно классической кинетической теории фазовых

превращений:

𝐽 = 𝐵 exp

(︂
−𝑊𝑐𝑟

𝑘𝐵𝑇

)︂
+
∑︁
𝑛

𝐵𝑛 exp

(︂
−𝑊𝑐𝑟 𝜓(𝜙𝑛)

𝑘𝐵𝑇

)︂
, (4.24)

где 𝑊𝑐𝑟 = 16𝜋𝜎3/(3∆𝑝2) — работа образования критического зародыша в гомогенном процессе;

∆𝑝 = 𝑝𝑔 − 𝑝 — разность между давлением газа в пузырьке 𝑝𝑔 и давлением окружающей среды

𝑝 на границе пузырька, которая с помощью закона Генри может быть выражена через степень

пересыщения, т. е. через разность текущей концентрации газа и равновесной концентрации газа

при текущем давлении; 𝜓(𝜙𝑛) = (1/4)(1 − cos𝜙𝑛)2(2 + cos𝜙𝑛); 𝜙𝑛 — равновесный угол сма-

чивания поверхности 𝑛-й гетерогенной частицы; 𝐵 и 𝐵𝑛 — кинетические коэффициенты для

гомогенной и гетерогенной нуклеации соответственно.

Частота нуклеации складывается из гомогенной (первый член) и гетерогенной (второй

член) составляющих (суммирование в (4.24) ведется по всем гетерогенным частицам в еди-

нице объема расплава). Нетрудно показать, что начиная с определенного пересыщения вклад

гомогенной составляющей в кинетику суммарного зарождения становится преобладающим (как

показывают оценки, это происходит при ∆𝑝𝑖 & 110 МПа). Это не означает, что гетерогенной

составляющей при больших пересыщениях нет, просто ее вклад становится пренебрежимо мал.

Вообще говоря, описание гетерогенной нуклеации затруднено, ввиду большого числа случай-
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Рисунок 4.7 — Зависимость частоты нуклеации 𝐽 от величины начальной декомпрессии ∆𝑝𝑖:

сплошная линия — расчет по зависимости (4.24); точки — эксперимент [127].

ных и сложно определимых параметров. Поэтому в работе ограничимся описанием гомогенной

нуклеации, рассматривая большие начальные пересыщения.

Величину поверхностного натяжения 𝜎 и значение кинетического коэффициента 𝐵 в рас-

четах определим согласно экспериментальным данным [127], построив методом наименьших

квадратов (на котором здесь не будем заострять внимания) соответствующую интерполяцион-

ную зависимость (см. рис. 4.7): 𝜎 = 0.076 Дж/м2; 𝐵 = 2.41 · 1021 (м3· с)−1. Отметим, что

полученное значение 𝜎 хорошо совпадает с литературными. Некоторое их различие как в боль-

шую, так и в меньшую сторону не столь значительно и не критично для расчетов, хотя, надо

отметить, зависимость частоты нуклеации от 𝜎 весьма существенна. По-другому дело обстоит с

кинетическим коэффициентом 𝐵. В различных теоретических работах он находится по-разному

и может различаться на порядки. Поэтому выбор той или иной модели, из которой его можно

было бы найти, вообще говоря, затруднителен. Отметим только, что применительно к магмати-

ческим расплавам с их уникальными и не похожими на другие жидкости свойствами на данный

момент не существует такой модели, которая бы с приемлемой точностью описывала экспери-

ментальные данные по частоте нуклеации. Поэтому в настоящей работе значение кинетического

коэффициента 𝐵 определяется из эксперимента.

Далее используем подход, основанный на выделении в объеме материнской фазы в процес-

се фазового перехода «запрещенной» области, нуклеация новых центров зародышеобразования

в которой подавлена, аналогично тому, как это было сделано в параграфе 2.2.

Как уже было сказано выше, в процессе роста пузырьков вокруг них формируется диф-

фузионный пограничный слой. Поэтому вероятность зарождения новых пузырьков вблизи уже

существующих будет существенно меньше, чем вдали от них, что связано с экспоненциально

сильной зависимостью частоты нуклеации от пересыщения. Можно считать, что вокруг пузырь-

ков формируется некая «запрещенная» область, зарождения новых пузырьков в которой не про-

исходит. Схематически это изображено на рис. 4.8. Для того, чтобы корректно учесть этот факт

в кинетических уравнениях, описывающих суммарный процесс фазового превращения, заменим

реальную зависимость частоты нуклеации вокруг пузырьков 𝐽(𝑟) ступенчатой, считая, что в «за-
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Рисунок 4.8 — Схематическое изображение зависимостей концентрации растворенного газа 𝐶

(сплошная линия) и частоты нуклеации 𝐽 (пунктирная линия) вокруг пузырька от радиальной

координаты 𝜒; I — «запрещенная область»; II — область нуклеации.

прещенной» области частота нуклеации равна нулю, а вне этой области частота нуклеации равна

частоте при начальном пересыщении. Размер «ступеньки» — толщину диффузионного погранич-

ного слоя 𝑟𝐷 определим из условия равенства характерных времен 𝑡1 и 𝑡2 ожидания появления

нового зародыша в ячейке при ступенчатой и реальной зависимостях 𝐽(𝑟) соответственно (сле-

дует отметить, что введенная таким образом замена реальной зависимости 𝐽(𝑟) на ступенчатую

является точной):

𝑡1 = 𝑡2;

𝑡1 =
{︀
𝐽𝑖(4𝜋/3)(𝑆3 − 𝑟3𝐷)

}︀−1
; 𝑡2 =

⎧⎨⎩
𝑆∫︁

𝑅

𝐽(𝑟) 4𝜋𝑟2 𝑑𝑟

⎫⎬⎭
−1

,

где 𝐽𝑖 — частота нуклеации при начальном пересыщении. Следовательно,

𝑟𝐷 =

⎧⎨⎩𝑅3 + 3

𝑆∫︁
𝑅

{1 − 𝐽(𝑟)} 𝑟2 𝑑𝑟

⎫⎬⎭
1/3

,

где 𝐽 = 𝐽/𝐽𝑖 — безразмерная частота нуклеации. Отметим, что по мере удаления от пузырька 𝐽

очень быстро стремится к единице, что связано с сильной зависимостью концентрации раство-

ренного газа от радиальной координаты (или, проще говоря, малой толщиной диффузионного

погранслоя), особенно для больших пересыщений. Поэтому верхний предел интегрирования в

последнем уравнении может быть заменен на бесконечность. Кроме того, на протяжении всей

стадии нуклеации в кинетических уравнениях с достаточно хорошей точностью может быть

использован механизм роста одиночного пузырька (4.19).

Другой, более простой, однако менее точный (годящийся скорее для первичных оценок)

способ определения толщины диффузионного погранслоя 𝑟𝐷, был предложен в работе [109] и

заключается в следующем. Частота нуклеации на границе диффузионного слоя должна быть

в 𝑛 раз меньше частоты нуклеации вдали от пузырька (которая равна частоте нуклеации при
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начальном пересыщении): 𝐽(𝑟𝐷) = 1/𝑛. Выбор 𝑛 при этом достаточно произволен. Требуется

только, чтобы 𝑛 было большим.

С учетом вышеизложенного, суммарный объем «запрещенной» области 𝜙𝐷 в единице объ-

ема расплава от ансамбля пузырьков, зародившихся к моменту времени 𝑡, определяется следую-

щим интегральным уравнением

𝜙𝐷(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽𝑖 {1 − 𝜙𝐷(𝑡′)}𝑉𝐷(𝑡− 𝑡′) 𝑑𝑡′, (4.25)

где 𝑉𝐷 = (4𝜋/3)(𝑟3𝐷 − 𝑅3) — объем «запрещенной» области вокруг пузырька, зародившегося в

момент времени 𝑡′.

Тогда зависимость объемной концентрации газовой фазы 𝜙 от времени 𝑡 будет описываться

соотношением

𝜙(𝑡) =
𝜙(𝑡)

1 + 𝜙(𝑡)
; 𝜙(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐽𝑖 {1 − 𝜙𝐷(𝑡′)}𝑉 (𝑡− 𝑡′) 𝑑𝑡′, (4.26)

где 𝜙 — объем газовой фазы на единицу объема расплава; 𝑉 = (4𝜋/3)𝑅3 — объем пузырька,

зародившегося в момент времени 𝑡′.

Число пузырьков𝑁 , образующихся за время 𝑡 в единице объема, определяется выражением

𝑁(𝑡) =
1

1 + 𝜙(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝐽𝑖 {1 − 𝜙𝐷(𝑡′)} 𝑑𝑡′. (4.27)

Отметим, что в соотношениях (4.26), (4.27) учитывается изменение объема среды в про-

цессе роста объемной концентрации газовой фазы (изначально единичный объем увеличивается

на 𝜙, что и отражено в данных уравнениях).

В момент времени 𝑡*, когда «запрещенная» область полностью перекроет весь объем рас-

плава, нуклеация новых центров зародышеобразования прекращается. Последующая же дегаза-

ция происходит за счет роста изначально образовавшихся центров и заканчивается тогда, когда

вся избыточная масса газа, образовавшаяся в расплаве вследствие декомпрессии, выделится в

газовую фазу.

В общем виде представленную систему уравнений (4.25)–(4.27) можно решить только чис-

ленно. Однако в случае, когда рост пузырьков большую часть времени происходит в равновес-

ном режиме (4.20) (что предполагает малую длительность экспоненциальной стадии роста по

сравнению с характерным временем всего процесса), задача существенно упрощается. Так как в

данном случае профиль концентрации не зависит явно от времени, получим

𝑟𝐷(𝑡) = κ𝑅(𝑡), κ =

⎧⎨⎩1 + 3

∞∫︁
1

{1 − 𝐽(𝜒)} 𝜒2 𝑑𝜒

⎫⎬⎭
1/3

, (4.28)

т. е. толщина диффузионного погранслоя пропорциональна размеру пузырька, при этом коэф-

фициент пропорциональности κ не зависит от времени (кроме того, κ также не зависит от
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Рисунок 4.9 — Зависимость параметра κ от степени начального пересыщения 𝜀 для различных

конечных давлений: 1 — 𝑝𝑓 = 50 МПа; 2 — 𝑝𝑓 = 30 МПа; 3 — 𝑝𝑓 = 20 МПа.

кинетического коэффициента 𝐵, который, как было сказано выше, в различных работах опре-

деляется по-разному, и в выборе которого есть некая неопределенность), а зависит от свойств

магматического расплава и, главным образом, от величины начального пересыщения. Данная

зависимость проиллюстрирована на рис. 4.9. Из рисунка видно, что κ в достаточно широком

диапазоне пересыщений меняется не столь значительно. Отметим, что зависимость 𝐽(𝜒) в урав-

нении (4.28) находится через зависимость пересыщения от радиальной координаты, которая в

свою очередь определяется из соотношения (4.19).

Подставляя (4.28) в уравнения (4.25)–(4.27) и вводя безразмерную переменную 𝜃 = 𝑡/𝑡0,

где 𝑡0 =
(︀
(4𝜋/3) (κ3 − 1) 𝐽𝑖 (2𝛽𝐷)3/2

)︀−2/5
, получим:

𝜙𝐷(𝜃) =

𝜃∫︁
0

{1 − 𝜙𝐷(𝜃′)} (𝜃 − 𝜃′)
3/2

𝑑𝜃′; (4.29)

𝜙(𝜃) =
𝜙(𝜃)

1 + 𝜙(𝜃)
; 𝜙(𝜃) = (κ3 − 1)−1 𝜙𝐷(𝜃); (4.30)

𝑁(𝜃) =
𝐽𝑖 𝑡0

1 + 𝜙(𝜃)

𝜃∫︁
0

{1 − 𝜙𝐷(𝜃′)} 𝑑𝜃′. (4.31)

Уравнение (4.29) можно представить в виде уравнения Вольтерра 2-го рода:

𝜙𝐷(𝜃) = (2/5) 𝜃5/2 −
𝜃∫︁

0

𝜙𝐷(𝜃′) (𝜃 − 𝜃′)
3/2

𝑑𝜃′,
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Рисунок 4.10 — Зависимости функций 𝜙𝐷 1−5 от 𝜃 (𝑖–я линия соответствует 𝑖–ой функции).

решение которого может быть получено методом последовательных приближений:

𝜙𝐷 0(𝜃) = 0;

𝜙𝐷 1(𝜃) = (2/5) 𝜃5/2 −
𝜃∫︁

0

𝜙𝐷 0(𝜃
′) (𝜃 − 𝜃′)

3/2
𝑑𝜃′;

...

𝜙𝐷𝑛(𝜃) = (2/5) 𝜃5/2 −
𝜃∫︁

0

𝜙𝐷𝑛−1(𝜃
′) (𝜃 − 𝜃′)

3/2
𝑑𝜃′;

...

Из рис. 4.10 видно, что уже второй итерации 𝜙𝐷 2(𝜃) достаточно, чтобы обеспечить хоро-

шую точность при определении функции 𝜙𝐷(𝜃). Таким образом,

𝜙𝐷(𝜃) ≈ (2/5) 𝜃5/2 − (3𝜋/640) 𝜃5. (4.32)

Из последнего соотношения нетрудно найти время нуклеации 𝑡*. Как было сказано выше,

нуклеация новых центров заканчивается, когда «запрещенная» область полностью перекроет

весь объем расплава (𝜙𝐷(𝑡*) = 1). Следовательно,

𝜃* ≈ 1.5; 𝑡* = 𝜃*𝑡0.

Объем газовой фазы (см. (4.30)) к моменту окончания нуклеации 𝜙(𝜃*) = κ−3. Видно, что

в случае больших значений параметра κ он еще достаточно мал. Это означает малую длитель-

ность стадии нуклеации по сравнению с последующим фазовым переходом, что существенно

упрощает описание фазового перехода в целом. В данном случае, найдя по предложенной мо-

дели конечное число образующихся пузырьков, дальнейший их рост можно описать в рамках

ячеистой модели, полагая, что их начальный радиус (по окончании нуклеации) одинаков, т. к.

функция распределения пузырьков по размерам к моменту окончания всего процесса дегазации,

очевидно, будет иметь узкую ширину. Однако и в случае, когда параметр κ близок к единице,
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Рисунок 4.11 — Зависимость конечного числа пузырьков 𝑁* от величины начальной

декомпрессии ∆𝑝𝑖: сплошная линия — численное решение по представленной модели;

пунктирная линия — аналитическое решение (4.33); точки — эксперимент [116].

доля избыточной массы газа, выделившейся в газовую фазу к моменту окончания нуклеации,

будет еще мала, хотя объемная доля газовой фазы будет уже значительной.

Подставляя (4.32) в (4.31), получим конечное число образующихся в процессе пузырьков

𝑁* = 𝑁(𝜃*):

𝑁* =
𝐽𝑖 𝑡0

1 + 𝜙(𝜃*)

(︁
𝜃* − (4/35) 𝜃*7/2 + (𝜋/1280) 𝜃*6

)︁
≈ 0.4

(︂
κ3 − 1

κ5

𝐽𝑖
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂3/5

. (4.33)

Следует отметить, что в зависимости (4.33) первый член есть произведение частоты зароды-

шеобразования при начальном пересыщении 𝐽𝑖 на полное время нуклеации 𝑡*. Остальные же

члены понижают это значение приблизительно на 30 % и обусловлены изменением в процессе

дегазации объема, где возможна нуклеация новых зародышей.

Полученная зависимость (4.33) применима для достаточно широкого диапазона величин

начального пересыщения (начальной декомпрессии), за исключением экстремально больших ее

значений и очень больших начальных вязкостей магматического расплава, когда время нуклеа-

ции становится соизмеримым со временем выхода на диффузионную стадию роста пузырьков.

В данном случае систему интегральных уравнений (4.25)–(4.27) следует решать численно.

На рис. 4.11 представлена зависимость конечного числа образующихся в процессе пузырь-

ков 𝑁* от величины начальной декомпрессии ∆𝑝𝑖, рассчитанная численно и по формуле (4.33).

Из рисунка видно, что различие между численным и аналитическим решениями не столь велико

и проявляется, как и ожидалось, только при больших ∆𝑝𝑖, так что формула (4.33) в каком-то

смысле универсальна. Из рисунка также видно, что для умеренных пересыщений теория удо-

влетворительно согласуется с экспериментом [116]. Некоторое их различие, по всей видимости,

обусловлено наличием в эксперименте гетерогенной нуклеации (авторы работы [116] отмеча-

ют, что их образцы содержат микролиты, которые являются гетерогенными центрами нуклеации

для пузырьков), вклад которой в суммарную кинетику дегазации при умеренных пересыщениях

становится соизмеримым с гомогенной (или преобладающим, если рассматривать малые пере-

сыщения), а также погрешностью самого эксперимента (разброс экспериментальных данных
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достаточно большой). К сожалению, отсутствие в литературе необходимых экспериментальных

данных для больших начальных пересыщений, когда заведомо преобладает гомогенная нукле-

ация, не позволило провести полного сравнения с экспериментом. В заключение отметим, что

хотя в рассмотренном диапазоне пересыщений частота нуклеации и увеличивается на порядки,

зависимость конечного числа пузырьков имеет более пологий характер, что может быть объяс-

нено простым анализом зависимости (4.33).

Таким образом, предложенная модель позволяет найти не только время нуклеации (что

само по себе является нетривиальной задачей, и в классических работах никак не решается),

но и конечное число образующихся зародышей с учетом изменения степени метастабильности

материнской фазы в процессе зарождения и роста центров новой фазы.

Предложенная в работе модель была успешно применена при описании кавитации магма-

тического расплава в волнах разгрузки на начальной стадии взрывного вулканического изверже-

ния [86].

4.3 Выводы по главе 4

Исследован механизм роста одиночного газового пузырька в высоковязкой газонасыщен-

ной жидкости при ее быстрой декомпрессии. Предложена математическая модель данного про-

цесса, представляющая собой нестационарную диффузионную задачу, решаемую совместно

с динамической. Динамика роста пузырька описывается модифицированным уравнением Рэ-

лея–Плессета, учитывающим неоднородность вязкости жидкости, обусловленной формировани-

ем вокруг пузырька диффузионного погранслоя. Найдено аналитическое решение задачи, хоро-

шо согласующееся с численным в широком диапазоне пересыщений на всех стадиях процесса,

включая неравновесную, учет которой крайне необходим, если рассматривать высоковязкие сре-

ды. Найдены зависимости профиля концентрации растворенного в жидкости газа, давления газа

в пузырьке, скорости изменения массы газа в пузырьке (скорости дегазации), а также скорости

роста пузырька от времени. Показано, что по прошествии определенного времени давление га-

за в пузырьке стремится к давлению окружающей жидкости (диффузионная стадия процесса).

Концентрация растворенного в жидкости газа при этом становится функцией только одной пе-

ременной, а решение краевой задачи — автомодельным. Отмечено, что данное решение является

точным. Показано, что решение, полученное ранее другими авторами в приближении квазиста-

ционарности процесса, отвечает малым значениям числа Пекле и справедливо лишь при малых

начальных пересыщениях.

Представлена кинетическая модель нуклеации и роста зародышей кавитации в газонасы-

щенном магматическом расплаве при его быстрой декомпрессии. Модель корректно учитывает

изменение степени метастабильности среды путем подстановки в кинетические уравнения, опи-

сывающие процесс суммарного превращения (дегазации), реального распределения концентра-

ции растворенного в жидкости газа, формирующегося вокруг растущих в результате диффузии

пузырьков. В модели точно определена толщина возникающих вокруг пузырьков диффузионных
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погранслоев (суммарной запрещенной области), нуклеация новых пузырьков в которых подавле-

на. Найдены простые аналитические зависимости для числа образующихся центров кавитации,

времени нуклеации, скорости роста объемной концентрации газовой фазы в зависимости от

величины начальной декомпрессии. Сравнение полученных результатов с имеющимися экспе-

риментальными данными показало их хорошее соответствие.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. Предложена неравновесная кинетическая модель роста сферического кристалла в переохла-

жденном расплаве, корректно учитывающая эффект прогрева расплава вблизи межфазной

поверхности, а также эффект усадки вещества при затвердевании. Найдено новое аналити-

ческое решение задачи для скорости роста кристалла, справедливое в широком диапазоне

переохлаждений.

2. Представлена кинетическая модель объемной кристаллизации переохлажденного расплава,

отличительной особенностью которой является выделение в объеме «запрещенных» областей,

нуклеация новых зародышей в которых подавлена. Суммарная динамика трансформации этих

областей позволяет найти как время нуклеации, так и зависимость доли кристаллической

фазы от времени, скорость образования и число центров кристаллизации.

3. Разработана кинетическая модель кавитации расплава в процессе его объемной кристаллиза-

ции, вызванной усадкой вещества при затвердевании. Детально исследована эволюция кави-

тирующего расплава; найдены зависимости объемной концентрации кристаллической и газо-

вой фаз от времени; показана существенная зависимость размера кристаллических зерен и

кавитационных включений в затвердевшем материале от скорости охлаждения расплава.

4. Решена задача о сегрегации растворенного в расплаве газа в процессе его кристаллизации с

учетом усадки вещества при затвердевании для трех геометрий фронта кристаллизации: плос-

кой, цилиндрической и сферической. Найдено новое аналитическое решение задачи, справед-

ливое для произвольного закона роста кристалла. В общем случае показано, что в зависи-

мости от того, по какому механизму кристаллизуется расплав, реализуются два различных

сценария сегрегационного процесса. В первом сценарии газ успевает отводиться от фрон-

та кристаллизации, во втором — скапливается вблизи межфазной поверхности. Представлен

критерий отсутствия газовыделения.

5. Исследован механизм роста одиночного газового пузырька в высоковязком газонасыщенном

расплаве при его быстрой декомпрессии. Найдено новое аналитическое решение задачи для

скорости роста пузырька, хорошо описывающее данный процесс в широком диапазоне пе-

ресыщений и на всех его стадиях, включая неравновесную, учет которой крайне необходим,

если рассматривать высоковязкие среды. Показано, что по прошествии определенного време-

ни процесс становится автомодельным.

6. Представлена кинетическая модель нуклеации и роста газовых пузырьков в высоковязком

газонасыщенном расплаве при его быстрой декомпрессии. Модель корректно учитывает из-

менение пересыщения среды путем подстановки в кинетические уравнения, описывающие

процесс дегазации, реального распределения концентрации растворенного в жидкости газа,

формирующегося вокруг растущих в результате диффузии пузырьков. Найдено новое ана-

литическое решение для времени нуклеации, зависимости числа образующихся пузырьков и

скорости дегазации от величины начальной декомпрессии.
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Приложение А

Таблицы

Таблица 1 — Теплофизические и кинетические свойства некоторых веществ,

используемые в расчетах в главах 2, 3.

Вещество Al Cu Ni

𝑐𝑙, Дж/(кг · К) 1095 500 770

𝑑𝑚, 10−10, м 2.6 2.3 2.3

𝐾, м/(с · К) 0.309 0.194 0.142

𝐿, 103 Дж/кг 390 213 300

𝑁𝑚, 1028 м−3 5.29 7.61 8.11

𝑇𝑚𝑒𝑙, К 933 1357 1728

𝑈 , 10−20, Дж/молек 4.15 6.6 9.15

𝛽, 10−11 Па−1 1.92 1.45 1.98

𝜆𝑙, Вт/(м · К) 88 180 72

𝜈𝑙, 10−6 м2/с 0.144 0.596 0.063

𝜌𝑠/𝜌𝑙, кг/м3 2500/2370 8500/8030 8159/7905

𝜎𝑙𝑔, Дж/м2 0.8 1.12 1.6

𝜎𝑙𝑠, Дж/м2 0.093 0.18 0.255

Таблица 2 — Теплофизические и кинетические свойства магматического расплава,

используемые в расчетах в главе 4.

𝜌𝑙,

кг/м3

𝐷,

м2/с

𝐾𝐻 ,

Па−1

𝐸*
𝜂 ,

Дж/молек

𝑘𝜂 𝜂*,

Па·с
𝑇𝑚𝑒𝑙,

K

𝜎,

Дж/м2

𝐵,

(м3 · с)−1

2300 2·10−11 1.88 ·10−11 5.06 ·10−19 11 10−2.5 973 0.076 2.41 · 1021
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